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CHAPITRE IX. 

EVALUATION DES INTEGRATES DE LA FORME 
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PRISES LE LONG D’UN GHEMLN QUELGONQUE, DANS LE GAS 
OU A, B, G, D, E SONT REELS. 


I. — Evaluation des integrales de la forme 


r 
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prises le long d’un cliemin quelconque, dans le cas oii eo? gz 

sont reels. 


590. Pvepreiioiis retude^ le long d’un cliemin determine du 
Tan des de FinlegTaie f ou Y — — g'zi dans 

0 cas ou g'o: g'z sont reels, iiappelons que, dans ce cas, la fonc- 
ion p{u; g' 2 ^ g'n) dont les coefficients sont reels, prend, en meine 
emps que w, des valeurs reelles ou imaginaires conjuguees. 

T. et M. — IV. r 


2 CALCUL INTfiGRAL. 

Consicleroiis d'abord le cas ou les racines Ci , eo, ^3 sont reclles. 
Xous supposerons > ^3 et les nombres co,, ^ reels el 

posilifs * i. Dans le plan desy, le long de Taxe des quantiles reelles 
pratiquoris une coiipure de ei a 62, de Co R <?;}, de e.) a — co et de- 
sigoons pary Y la fonction de jk, liolomorpbe dans le plan coupe, 
qiii prend des valeurs positives pour de grandes valeurs positives 
de /!'. Les signes de la partie reelle et du coefficient de /, dans 
celle fonction ^ Y, sYbtiennent tres aisement sur les bords stipe- 
rieiir 011 inftndeur des diverses parties de la coiipure, et meme 
dans tout le plan des jk, si Ton observe qu’ils ne peiivent changer 
que lorsqiie la quantite sous le radical est reelle, c’est-a-dire 
lorsque le point j/ traverse soit Faxe des quantites reelles, soit 
I'livperboie s H 1 dont Fequation serait i2n- — — g'2 — o dans 

im systeme de coordonnees dont les axes coi'ncideraient avec 
i'axe des quantiles i^eelles et Faxe des quantites purement iinagi- 
naires du plan des y. Coinme il est commode d’avoir ces signes 
dans les applications, on les a indiques dans la figure (A) du Ta- 
bleau de formules (CXXX); le premier signe se rapporte a la 
partie reelle, le second a la partie imaginaire; Fune de ces ([iian-' 
tiles est nuile sur les lignes de separation, ce que Fon a indiqu(‘ 
en remplacant par o Fun des signes dz. Relativement aux coii- 
pures, nous conviendrons de regarder le bord superieur comme 
appartenanl a !a moitie superieure du plan des y, le bord infe- 
rieiiF comme appartenant a la moitie inferieure. Ceci pose, on a 
le tlicmreme suivant : 

II existe une fonction de y^ que nous designerons par arg pjp, 
ayant les proprietes que void : elle est liolomorpbe dans tout le 
plan coupe; pour tout point de ce plan on a p(argjij) r-j/; 
quand r n’est pas sur une conpure on pent mettre argpy sous la 
iorme ii?)\ — t CO3, t el t etant des nombres reels, satisfaisant aiix 
conditions 0 < ^ < i, — i < i ; suivant que jk est sur la cou- 
pore (|iii \a de Cl a eo, de 62 a ^3, de ^3 a — o), on peat mettre 


< ‘ ^ ObservoQs en passant, que Pon a tOj ^ suivant que i’on a e. ^ o, ainsi qu’il 
resulte des expressions de K, K' (ou x, x') au moyen de (ou x) et de ce que 
ion a, suivant les deux cas, et, par suite, /c-^A'-.On voit aussi que quand 
k- decrolt de i a 0, le rapport ^ croit de 0 a Pinfini. 
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irgjDysous la forme co^ z;; oj;> oii esL 

reel et conipris enlre o et i, et ou il faut prendre le signe siipe- 
[•ieur ou inferleur saivaiit qiie Ton est sur le Lord superieiir ou 
ioferieur de la coiipure. Ces conditions permettent, pour cliaque 
valeur de de calculer sans ambigaite la vaieur correspondanle 
de argjDjK en se reportant an Tableau ('CXXiX,_:.) ; t' est d’ail- 
leurs negatif ou positif suivant que le pointy appartient a la 
moitie superieure ou inferieure du plan; est nul quand y est 
reel, compris enlre Ci et -t- 

Si Ton admet pour un instant Texistence de cette fonction ho- 
lomorplie, inverse de la fonction p, on deduit immediatement de 
rddentite piyi'g pj') ” derivee, prise par rapport ay, 

de la fonction arg py est egale, an signe pres, a — rr^; elle lui est 

precisement egale, en adoptant le sens prescrit pour le denomi- 
nateur, puisqu’elle est negative pour de grandes valeurs positives 
de y. On voit done que Fetucle de Tintegrale envisagee se ramene 
a celle de la fonction argpp'. 

591 . L’existence de la fonction argpy resulte aisement de la 
representation conforme d’lm deini-reclangle des periodes de la 
fonction pu^ au moyen de la relation y (< ). Nous choisi- 

rons, pour le rectangle des periodes de la fonction p le rectangle 
dont les sommets sont coi — co^, w, 033, — <i)^ -t- CO3, — oj, — 0J3, 
qui est symetrique par rapport aiix axes des quantiles reelles et 
purement iniaginaires. L’ecjuation (en a)y~pu admet deux ra- 
cines situees dans ce rectangle, figurees par deux points sjme- 
triqoes par rapport au point 0; elle admet par consequent une ra- 
cine dans le rectangle (ii) dont les sommets sont oj, — CO3, cO j-|-ca3, 
CO3, — (JO3 ; cette racine est unique si elle est Cguree par im point 
interieur a (R); mais si la racine u est iin point dii perimetre 
de (R), le point a' symetrique de u par rapport a Faxe des quan- 
tiles reelles sera encore une racine de Fequationy = puisque 
Fon aura alors, suivant le cote ou se trouve le point Fune des 
trois egalites u -f- u’ ~ o, ii — ii = zt: 2 0^3, u ii — 2 tOj et, dans 
tous les cas, pit' = pu =y\ tc et u' etant iniaginaires conjugues 
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ainsi qiie les quantites egales p^/, pz/, y est forcement reel. On 
prevoit ainsi que Timage sur le plan clesj cln reclangle ( l.l) dii 
plan (les u rempiira tout le plan desy et que Timage clii perirnctre 
de Pi - se fera deiixfois quelque part surPaxe des quantites reellcs. 

Dans le plan des u, I’axe des quantites reelles partage le rec- 
tangle R : en deux rectangles (Ri), (Ro) , symetriques par rapport 
a cet axe et dont les images seront, dans le plan des j*, aussi sy- 
metriqiies par rapport a Paxe des quantites reelles. Nous designe- 
rofjs par i pij j le rectangle situe dans la region soperieure du plan 
des li : ses sommets sont les points o, CL)^, to, -j- (o.}, cO;j. Suivant 
que ^2 est positif, mil, ou negatif, la base de ce rectangle sera plus 
loogiie, deineme longueur ou plus courte que sa hauteur. L’iinage 
de ses cotes, pris dans I’ordre adopte pour les sommets, de facon 
que son prrimetre soit parcouru dans le sens direct, se fait evi- 
demment sur les segments -|- oo ... ^i, ... ^2 ... Cu, c.j . .. — co 

de Faxe des quantiles reelles du plan des y. An rectangle (Rj) 
substituons ime figure (S,), qui en differe infmiment pen, obtenue 
endecrivant de chacuii des sommets de (Ri) comme centre, avec 
un ravon infiniment petit, un quart de cercle situe dans Finterieur 
dll reclangle et en supprimant de (R<) les petites parties limitces 
par ces quarts de cercle; la figure (S,) a luiit cotes, qualrc recli- 
ligiies et quatre circiilaires. La fonctionpO^ ne s’annule et no de- 
vient inllnie ni sur le contour de (S^) ni a Finterieur; le principe 
(le la conservation des angles s’applique done sans restriction a la 
repivsentalion conforme de (S,) par la formule y = pa, Su|)po- 
sons que le point u parte du sommet de (S,) situe sur Faxe des 
quantites reelles. dans le voisinage de o, puis decrive les liuit cotes 
dll cooiourde (Sj ) dans le sens direct; siiivons le mouvement cor- 
respondant du point y=i:pu, R partira d’un point infiniment 
efoigne. vers x, de Faxe des quantites reelles et se mouvra sur 
cet axe en se rapprocliant du point sans y parvenir, decrira ap- 
proximalivement, autour de comme centre, un demi-ccrcle in- 
finiiiienl petit, situe dans la region inferieure du plan, se mouvra 
biir 1 axe des quantites reelles en se rapprochant de Co sans Fat- 
leindre. decrira approximativement, autour de comme centre, 
un demi-cercle infiniment petit situe dans la region inferieure du 
p an. ^e mou\ra sur 1 axe des quantites reelles en se rappi'ocliant 
de e. sans Fatteindre, decrira encore approximativement, autour 
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ie <?3 comme centre, un demi-cercle infiniment petit sitiie dans la 
egion inferieare dii plan, recommencera a se moavoir sur Taxe 
\es quantiles reelles jasqiie vers — cc, et decrlra eniin approxima- 
i Yemeni, dans la region inierienre du plan, im demi-cercie de 
ayon infiniment grand, de centre o, qui ira rejoindre le point de 
[epart vers -f-oc. Dans Timage, les mouvements rectiiignes cor- 
espondent aiix cotes rectiiignes de la figure (S, ) et n'ont pas be- 
oin d'etre expliques daYantagc*, les mouvements circulaires ap- 
)roximatifs correspondent a la description des cotes circulaires 
le (S,); qu’ils soient teis que nous Tavons dit, c’est ce qui re- 
Lilte, pour les trois premiers, de ce que le developpement sui- 
ant les puissances de a de la Ibnction paire 
ommence par un terme en u-, pour le demi-cercle infiniment 
rand, de ce que le developpement depti commence par u~-. 

Dans le mouvemeot, le contour de Faire infiniment grande qui 
epresente (Si) est decrit dans le sens direct comme le contour 
ie (Pm). II en resulte que si Fon considere un point yy situe a 
interieur de Faire qui forme Fimage de (Si), le vecteiir qui va 
e ce point jo au point mobile y qui decrit ie contour de cette 
mage, tourne de 27: quand le point u decrit le contour de (Ri); 
n en conclut, en raisonnant comme au n° 508 , que Fequation 
en u) yo — pt/ admet une racine et une seule figuree par un point 
iterieur a (Ri), ce qui est conforme a ce que Fon a dit au debut. 
)n voit done que Fimage de (R,) se fait sur la moitie inferieure 
u plan des y] le perimetre de (Ri) a son image sur Faxe des 
[uantites reelles : ce perimetre fait parlie de la figure (Ri ■; nous 
onviendrons de regarder les images des cotes qui vont de cui a 
>1 -f- 033, de CO] CO3 a 033, de 033 a o, comme se faisant sur les 
ords inferieurs des portions de coupure qui vont de a Co, de 
^3, de <?3 a — oc ; quant au cote qui va de o a tOj, son image est 
Lir la portion non conpee de Faxe des quantiles I'eelles. La fonc- 
Lon argpj'' est alors definie sans ambiguite pour tons les pointsy 
e la moitie inferieure du plan des y, y compris les bords infe- 
leurs des coupures : sa valeur est cette racine unique, definie 
ilus haul, de Fequation y = pz^, racine figuree par un point du 
ectangle (Ri) ou de son perimetre. 

L’image du rectangle (Ro) se fait symetri quern ent sur la partie 
nripripni'A rln nlan dpQ ^ rip.rmpt dp cnmnlplcr 1a definition de 
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la fonction arg- pr. Les Images des cotes qui vont de co,a co,— Wj, 
de to, -CO, a' -to,, de — to, a o, se font sur les bords supe- 
rieurs des portions de coupure qui vont de e, a e,, de e, a dc e, 
I, —X. en sorte que les bords superieur et inferieur d’line cou- 
pure sent les images de deux points diflerents. On a preciseincnt 
inlroduil les coupures pour que les points du plan des u situes <i 
rinterieur ou sur le periinetre du rectangle des periodes (II) cl 
les points du plan des y se correspondissent d’unc faeon iini- 
voqne. 

392 . Les proprietes eiioncees de la fonction arg’pj'sont main- 
lenanl evidentes; elle est liolomorplie dans le plan coupe cn vcrlu 
de la tlieorie des foncLions implicites (note i, 337 ). Quelques 
autres proprietes de la menie fonclion se dediiisent immedlate- 
ment des remarques suivantes. 

Les parallMes aux cotes du rectangle (R)ont pour images, dans 
le plan desp% des arcs de courbes algebriqueSj comme il resiilte 
de la formiile d’addition de la fonction Considerons en parti- 
culier, dans le plan des le segment de droite qui va de coi H t to.q 
a il partage le rectangle (Ri'i en deux rectangles ( /’2) 
dont le second repose sur I’axe des quantiles reelles. 

La premiere formule (LX4), en y siipposant a — 3 et cn y fai- 
sant u ™ u — i tO;], doiine 

\ p* eaV'Ptw'— -1 = k{ei— 63). 

Si est reel, les deux facleiirs qui figurenl dans le premier 
membre sont conjugiies ; leur produit represente la distance du 
point j- = p( a- -T- i 0J3) ail point ^3, distance qui est cons tan te en 
vertu de 1 egalite meme; le point ’ cos ) est done sur le 

cercle i, Cg ) de centre 63 et de rayon — 63 ) ; les points 
sont sviiietriques ( n° 339 ) par rapport a ce cercle; lorsque wWai'ic 
de tO| ao, le point u =:z u'-h ^0)3 decrit dans le plan des u le seg- 
ment considere, et son image jy = pu decrit, dans le plan des jy, 
du point />= ^3 — <?3) au point gr — ^3 — A'(e^ — 1^3 ), la 
moitie du cercle (^3) situee au-dessous de Laxe des quantites 
leeliesj puisque u se meut dans (Rj). L’image de (/"{ ) se fait a 
1 interieur de ce demi-cercle, celle de (r^) sur la region du demi- 
plan inferieur qui est en dehors. Designons par (r^), (/■,) les rec- 
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Dgles qui, dans le plan des sent, par rapport a I’axe des qnan- 
tes reelles, les synietriques des rectangles q (^’i ) < leiirs images 
jront, dans le plan des synietriques par rapport a Paxe des 
lantites reelles des images de ces derniers rectangles; Fimage 
LI segment qui va de co, ■ — ^ a — i 033 se fait siir la inoitie sii- 
srieure du cercle (^3)- Eii representant par coj ^-r 0J3 F la valeur 
3 argpy, j F| sera inferieur ou saperieur a suivant que y sera 
aerieur ou interieur au cercle (^3)* On demontrerait de meme 
Lie Finiage du segment qui va de 4 g), — 033 a 4g)i--o3;j est un 
mcle(^,) de centre et de rayon k\e^ — ^3); suivant que le 
lintj- est exterieur ou interieur a ce cercle (e\). ; t \ est inferieur 
.1 SLiperieiir a F 


593 . De Fegalite 




1 deduit maintenant que Fintegrale f — j ou le cliemin qui 

i de j'l a traverse pas de coupure et ou \/Y a le sens precise 

i debut, a pour valeur arg-py^ — resultat subsiste 
le cliemin d’ integration suit le bord d’une coupure, sans la Ira- 


Si le cliemin ddntegration traverse la coupure, nous coiivien- 
'ons de designer encore, en cliaque point de ce cliemin, par y/Y 
fonction de y, holomorplie dans le plan coupe des y, definie au 
ibut, Landis que nous designerons par y/Y la fonction obtenue 
ir continuation, le long du cliemin d’inlegratioii, de ia fonction 
.li coincide avec y Y au debut de ce cliemin. Si cette fonction 
lincidait avec y Y avant de traverser une coupure, on aurait ne- 
issairenient ^ ^ apres avoir traverse cette coupure, et 

versenient. Pour evaluer Fintegrale / — prise lelong d’un 

Fn —VLY 

leniin quelconque, qui peut traverser un nombre quelconqiie de 
is les coupures et qui va d’un point quelconque j'l du plan desy 
un point quelconque y^ de ce plan, sans passer toutefois par 
s points ei, eo, ^3, il suffira de fractionner le cliemin donne en 

a■r^^AC rrm T‘^>c^Ar^^ ci n c 1 Pt. rFpv??»blPr — 
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rement cliaciine des parties correspondantes en remplacanLj sui- 

vant les cas, Q' par y Y on par ^ 

Supposons, par exeniple, c[iie le cheniin d inlcgration liavcise 
line seiile fois la coupure de Las en haiU en iin point a. Nous dis- 
tinauerons ies deux points c//, cf!’ cpii coincident a\oc ct, niais c|ui 
sent sillies le premier stir le Lord inferieur, le second sur Ic Lord 
superieur de la coo pure, et nous aiirons 

J.. — ^;_Y Jy^ — viX ^ a" “'il — V^Y JcL" —i/Y 

ou Ton doit prendre le signe inferieur dans le cas seulcmcnt on 
Ton traverse la coupure entre ^t On aura done, cn obser- 
vanl la meme regie pour les signes, 


r- dy 

-v(I 


( a rg p a' — a rg ji a" i 


I arg pfi rh arg ) ; 


d'ailleurs la premiere parenthese se reduila 20I1, 2C0;j ou o, sui- 
rant qae a est enlre e\ et et ^3, e-i et — co. 

Nous nous con teutons de signaler les resultats suivants, quo 
1 on pent d'ailleurs lire sur la figure (A), 


r 





dv 

- - v/ Y 


-- W3, 


dr 

L - 7 ^ 


~ - CO 


h 


la seconde et la troisieme integrales etant prises sur Ic Lord infe- 
rieiu' de la coupure. Si on les prenail sur le Lord superieur dc la 
coupure, leurs valeurs changeraient de signe. 

Ces formules peuvent etre encore ecrites sous les formes 


f GXXX I ^ ^ ' r ^ IL':! . 

^^3 : V'''Y , i /Y I ' 1 y/Y I I /Y 1 ^ 

Pour ,^3 = o ( >2 = 0, ^3 = — A'“ = i), on a en particulier 

la figure formee paries quatre points 0, CO3, tOg, 

est un carre. 
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II, — Evaluation des integrales de la forme 

d y 

— v / { y — e-i ) t r — e.^ i [j- — i 

dses le long d’un ciiemiii qnelconque, dans le cas o'd e.2 est un 
lombre reel et on es sont des nombres imaginaires conjngues. 

o 94 . Sapposons maialeoaiit qiie deux des racines de Y soient 
aaginaires. R.eprenant les notations da n° 060, noas suppose- 
)ns et ==A-h B£\ — b/, ^2 “ — 2 A, D^>o; coi et <j3;dsonL 

>nnes comme on Fa explique dans le meme numero, et sont des 
Lianlites conjuguees ; on les calculera an moven des Tableaux 
lXX\^j ou ( CXXVl ). Les quantiles y' ^2 — et , y e2 — sont aiissi 
Dnjugnees, comme il resulte, si Fon vent, des forniiiles (Xlyi. II 
;t aise de verifier que les signes de la partie reelle et du coeffi- 
entde i dans yY ne penvent changer que sur I’axe des quanlites 
‘dies el sur Fliyperbole (H ) qui, cette fois^ passe par les points 
, 63, Ces signes sont indiques sur la figure (Bj du Tableau 
^.XXXF), en supposant >*0 pour les grandes valeurs posi- 
ves dey. La figure (B) correspond au cas ou el e^ sont posi- 
fs; les modifications relatives a ux a litres cas n’echapperont pas 
.1 lecteiir; si en particulier "’2 etait nul, Fhvperboie (H) se de- 
Dinposerait en deux droites passant par Forigine et inclinees de 
3” et de 120° sur Faxe des quantiles positives. 

Dans le plan des r, du point ^2 comme centre, avec un rayon 
’al a la qiianlite positive yYo — e, \Je-2 — Cj, decrivons un cercle 
Lie nous designerons dans ce qui suit par (e2); il passe par les 
oints et^ ^3 et rencontre Faxe des quanlites reelles en un point 
tue enlre e-, et -f- 00, et en un point m’ sitiie entre e.y et — co. 
Lservons de suite que Fon a, en vertu des equations (XVLh (VIIo), 

jn ~ ^2 -f- — ei s/ e-i — 

?)i'== e-i — /<?2 — v /^2 — ^3 

t. ^ |j^ -v-v yv* r\ r%. r\ 
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IjassaiiL par le point m, puls le long cle I’axe cles q uanlitcs reelles 
m. a --- X. Le bord superleiir de cetle derniere coiipiirc do -- oo 
a m sera suppose continue par le bord interieur dc la coiipiire cir- 
ciilaire de m a ; le bord exterieur de la conpnre circulaire va 
sans iiiterniplion de a es ; le bord interieur de la coopure cir- 
colaire de e-^ a m est continue par le bord infcrieur de la coiipure 
rectiligoe de in a — co; le bord de cbaque coupure est rcgarde 
coiiiiiie faisant partie de la region du plan qii’il liniitc. Dans le 
plan coupe, y Y est une fonction liolomorpbe de y . 

II existe une fonction qiie nous designerons par argpy et qui 
joiiit des proprietes suivantes : elle est holomorphe dans le plan 
coupe; en tout point de ce plan on a 

p(argpjKj --zy; 

sa derivee est — en designant pary/Y la fonction lioloniorphc pre- 

-^v'\ 

cisee plus iiaiit. Quand r n’estpas siir iineconpure, on pent mcttre 
argpr sous la forme { (oj, q- onj) t -f- — co,) oil t el tJ sont des 

nombres reels verifiant les conditions o <C t<i i, — i *< /' << i ; 
t' est toujoiirs de signe contraire au coeflicient de i dans y. 
Ouand r est siir la coupure circulaire, argpy pent se rnettrc sous 
la forme ^ -- o)-)) ( 0)3 — lo, ) est compids entre — el 4 

lorsque r est sur le bord exterieur de la coupure; est conipris 
sou entre — A et — i, soil entre ^ et i lorsque y est sur le Lord 
mterieur de la coupure suivanl que r est dans la inoitie supc- 
iieiire ou infeneure du plan; en deux points qui coincident, 
maib sont sur deux bords opposes, la somme des valeurs de est 
egaie az“i. Qiiand y est sur la coupure recliligne, argj)r peat 
urn sous la forme ip (033 - co,) + ^ (ou + 03) ou sous la 
iorme m* 103— co,)^o, suivant que y est compris entre m et ou 
entre Co el — x; on doit prendre les signes siiperiears ou infe- 
rieurs suivant que y est sur le bord siiperieur ou infmdeiir; est 
reel, compris entre o et i; en deux points qui coincident, mais 
sont sur deux bords opposes, les valeurs de t. sont les memes. En 
be reportant au Tableau (CXXIXa,,. ) on pent done calculer dans 

tous les cas, sans ambiguite, la valeur de argpy connaissant la 

vaieiir de p-. 
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59 S. On arrive a ce resultat en etudiant Fimage oblenue dans 
plan des r, par la transformation y = pu, da rectangle < B. i 
)nt les sommets sont .-riSco, — caa'K 4 ( 3 ci):. — o3, % 0)3 — co,, co, — co^. 
ctangiedans leqiiel Fequation (en u) p u — r = o adniet one racine 
li, en gencn'al, est unique; si toiUefois cette racine est figuree 
ir iin point da perimetre du rectangle, le point symetriqae par 
pport a Faxe des quantites reelles est aiissi ane racine. Ceci re- 
ke aisement de ce fait, cjue le losange dont les sommets sont o, 
2(n^ -f- 2033, 2CO3 est iin paralkkograniiiie des periodes, et de 
qae la fonction prend des valeurs egales en des points sy- 
etidques soit par rapport a to,, soit par rapport a to,-,. 

L’axe des quantiles reelles du plan des u separe le rectangle (R) 
i deux rectangles (Ri), (Ro) dont le premier est sitne au-dessus 
: Faxe; les images de ces deux rectangles etant symetriques par 
pport a Faxe des quantites reelles du plan des r, il suffit d’etu- 
er Fimage du premier. On substitue, a cet effet, a ce rectangle 
I,) line figure infiniment voisine (S,) que Fon obtient en decri- 
nt a Finterieur de (Ri), avec des rayons infiniment petits, des 
lints o, CO3 — to, et to^ comme centres, d’une part deux quarts de 
rcle, de Fautre iin demi-cercle, et en supprimant les petites par- 
:s de rPi,) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi»cercle. La 
ure (S,) a huit cotes, cinq reclilignes, trois circulaires. Dans 
tte figure et sur le contour, les fonctions pu, p' u sont bolo- 
orpbes, la seconde ne s’annule pas. Supposons que le point u 
rte du sommet de (S^) infiniment voisin de o, situe sur Faxe 
s c[uantites reelles, puis decrive le contour de (S, 1 dans le sens 
L'ect. Son image y — pu^ dans le plan des y, partira dkin point 
isin de 4- cc, sur I’axe des quantites reelles et suivra d’abord cel 
e jusqu’au point ?n. A partir du point 77 i, Fimage se 

oiivra sur le cercle (e^) ainsi qu’il resulte de la forinule 



i montre que la distance du point pii au point reste constante 
It que le point it est sur la perpendiculaire a Faxe des quantiles 
dies menee par ^(co,4-co3); quand u decrira le cote de (S,) qui 
de ~ (co^-f- CO3) a un point xoisin de CO3, le point y = partant 
m. siiivra le cerclef en deseendan i dans la resfion inferieiire 
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du plan des j, comme il resiilte cUi principe de la conservation 
des angles, et s'arretera en nn point voisin de Le point u cle- 
crivant ensuite le petit demi-cercle autour de son image j ~ ^ p a 
decrira approxi mad vein ent im petit cercle autour de cii lour- 
nant dans le sens indirect, comme il resulte dii developpemen t do 
__ u) suivant les puissances de u. Le point u docrivant le 
cote suivant de (S,), son image remoote ie long du cercle (c.) de 
a m. en sorte que les images des trois cotes de (S|), qui relicnt 
I a L'3 oj 3 — or,), forment un lacet a tige circulaire. 

Quand u decrit le cote qui va de t(3co 3 — toj) a iin point voisin 
de W;} — ti){, son image va de m a un point voisin de Co sur I’axe 
desquantites reelles. Quand u decrit le quart de cercle autour de 
(Uj — CO,, son image decrit approximativement un demi-ccrcIe in- 
liniment petit, de centre en restant au-dessous de l axc des 
quantites reelles. Le cole suivant a son image sur Faxc des quan- 
tiles reelles, d’un point voisin de Co ^ point voisin de - -co. 
Enfin le dernier cote, le petit quart de cercle, a pour image un 
demi-cercle de centre o, de rajon infinimcnl grand. 

li serait aise de reconnailre que Fai'c du cercle qui va de e.-j 
a ni esl I'iniage du segment qui va de co;, a — cOj). 

En repetant le raisonnenient du n'‘ o 08 , on volt maintenant que 
Fimage de (R,j remplit le denii-plan des jg aii-dessous cle I’axe 
des quantiles reelles. L’image de (R^) remplit done le demi-plan 
an-dessQS. Ainsi Fimage de (R) remplit le plan toutentier. Il con- 
vient, pour la conlinuite, de regarder les images des portions du 
perinietre qui vont de o a 0)3 — co, et de o a co, — 0)3 comme se 
faisanl respectivenient sur les bords inferieur et supericur de la 
coupnre rectiligne qui va de — co a Co ; les images des c6les qui 
vont de CO3 — co, a ^ (3 CO3 — co,) et de co, — CO3 a ( 3 co, — 0)3) comme 
se iaisant sur les bords inferieur et superieur de la coupure recti- 
ligrie quiva de e^km] les images des portions de cote qui vont de 
Adcoy CO, j a C03 et de ^(Sto, — 0)3) a w,, comme se faisant sur le 
bord interieur de la coupure circulaire qui va de m a ^3 et de m 
a e, ; enfin les images de la portion de cote qui va de CO3 a C0| comme 
se iaisant sur le bord exterieur de la coupure circulaire qui va de ^3 
a Cette description suffit, en raisonnant comme an paragraphe 
precedent, a justifier la proposition annoncee; elle montre la n^- 
cessite d introduire les coupures considerees, et donne les rensei- 
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nemenls essentiels siir ies valours quo prend la fonction argpr 
ir les bords des coupures ( ‘ 

596. Les conclusions soiit analogues a celles dii paragraplie 
recedeiit el Pon oblient aisenient les resiiltats suivants ; 


'r" dr 

•L -/V 


(Oo 


dy _ dy _ fo-.. — coi 

dm ~s/\ ~ ~~ dm ~ 


(' ) Des consideraLions touLcs parcilles s'appliquent a la determination de Tin- 
;gralc I —d, oil X (i — jc- ) (i — A'-j?-), prise le long d’un chemin determine, 

J 

rsqiie A'- est reel ct plus petit quo i. Dans Ic plan des o; on pratique deux cou- 
ires le long de I’axe des quantites rcelles de ~ i a x, de — i a — x. La fonc- 


on p.V assujettie a etre egale a i pour o? -- o est alors definie sans ambigui’te 
ans tout le plan, y compris les bords siiperieur et inferieur des coupures. Si Ton 


)nsidere la fonction sn (ic j 'z) formee au moyen de la qiiantitc t r--b!b, IC 

k 

: k^ ont le sens precise au 11° 521 , il existc une fonction que nous designerons 
ar arg snjr (jui joiiit des proprictes suivantes : elle est definie pour toute valeiir 
3 ^ appartenant au plan coupe; en tout point dc ce plan clle verifie la relation 

] ( arg sn jr ) ~ sa derivee est ~L ; on pent la mettre sous la forme 

s/x 


Li t et t’ sont des nombres reels compris entre — r et -r-i,ct rcspectivement de 
lemcs signes que la partie veclle ct le coefficient de i dans x. Ouand x n’est pas 
ir Line coupure, t et t' sont dilTercnts de “hi. Quand x est sur la coupure de 
L’oite, arg Slur est dc la forme K±:/K'Aj 011 dz tlv'-A- K suivant que a; est 

lire I et - ou enlrc 1 ct -i- x; on doit prendre le signe superieur ou le signe 


iferieur suivant que x est sur Ic bord superieur ou sur Ic bord inferieur; ty est 
icl compris entre o et i ; on a, cn particulicr, 


arg Sll I K, 


arg sn 


k 


ild-h K; 


;s valcurs de q pour deux points qiii coincident, mais appartiennent a deux 
ords diflercnts, sont egalcs. Quand a; est sur la coupure de gauche, argsn^r est 
c la forme — K d": i K' ly ou rr. i k'— k A,, suivant que x est entre — 1 ct — ^ ou 

atre — j et — x; la signification de ty, la regie des signes rcsteiit les memes; 
n a, cn particulier, 

arg sn ( — I ) = — K, arg sn ( ~ ^ j = — K =h fKL 

in parvieiU a ce resuitat en faisant I’image, sur le plan des x^ du rectangle du 
Ian des u dont les sommets sont les points dr K d= iKViuiage qui se deduit par 
ymietrie de cello du rectangle dont les sommets sont 0, K, K -h fk', fKb 

Tl I « I- i-vl /-rn a CO 'y. nn rirtiirra r'lilr'nlAT' iirorcn/r? ssanS 
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!es deux dernieres integrales elaot prises le long des boids uiU;- 
rieiirs de la coupure circulaire ; 


dy 

■L -/Y 


Wo 



dy 


tjj[ t0;{, 


oli. dans la seconde integrale, le chemin suit Ic bord infcriein' 
de ]a coupure rectilig’iie; 


' dy 

I ~ tDo OU Wi — tO:j, 

-^3 - - 

snivantque <!?o est posilif on negalif ; danscetle dernlere egalile les 
valeiirs de se deduisent p.ar continuation de la siipposilion 
— \j\ pour les points jp du chemin d’integration situd cn des- 
S0U5 de I’axe des quantiles reelles. De ces formules, on dedull sans 
peine celles du Tableau (CXXXl i ; toutes ces formules se lisent 
d^iilleurs sur la figure (B) du meme Tableau. 


III. Substitutions lineaires permettant de transformer 

dz dy 

■ , - - — - ■ . en r:: . 

/a ^ 4 5 G -2 4 1)^ ^ E „ ovj 

597. Nous allons montrer maintenant comment toule difieren- 
tielle de la forme ou Z est un polynome quelconc[Lic du Lroi- 
sieme ou du quatrieme degre a racines inegales, se ramenc a une 
differentieile de la forme ou Y ~ -- g\, y ■— o'.j, par 

une subslitulion linealre defmie par Tune ou Tautre des foniiules 


amliiguite a I’aide des series (CXXVIL), pourvu que, qiiand cc est sur uiie cou- 
pure. OD disc sur quei bord il se trouve. II resulte de la tbeorie des foiiclions 
impliciles que argsnjp est ime fonction holomorphe dans le plaa coupe des x. 
Les consequences de ces propositions, pour le calcul des integrales de la forme 

fdx . ^ ^ 

I - on \ 1 1 X- 0 < A'-< I, sont toutes semblables a celles qui 


•ml ete developpees dans le texte pour les integrales de la forme 
lectear les elablira sans peine. 


/ 


dr 


-/Y 


Ic 
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ijuivalentes cle [a forme 



1 a, [jj Y? 2 soiit des constantes telles que ao — jiv soil diiferenL 
3 zero. Par ces formnles, les points da plan des j' eL ceux du plan 
3S ^ se correspondent d’une facon univoque. 

Nous reanissons, dans ce qiii suit, c|uelqaes proprietes geonie- 
iqiies importantes de cette correspondance, grace auxquelies le 
cteur ii'aura aiicune peine a etablir ies resultats ulterieurs. Nous 
ipposons Y difi'erent de o, sans cpioi la correspondance se redui- 
lit a line similitude. 

Nous designerons par T el S les points respeclivement situes 
ans le plan des et dans le plan desj* dont les affixes sonl^ et 

' point T correspond a yz^ le point S a x. A lout 

3rcle oil droite du plan des ^ qui ne passe pas par T correspond 
a cercle du plan des y, cercle qui passe par S s’i! correspond a 
□ e droite. A tout cercle ou droite du plan des qui passe par T 
)rrespond une droite du plan des j', laquelle passe par s si elle 
Drrespond a une droite. Ces propositions resultent de ce que la 
)rmule de transformation pent s’ecrire 


y - 
V - 


-Xi . • 


Xt 


-Xi Xs - 


1 designant par 7 points du plan des y qui corrcs- 

ondent aux points ^o, du plan des lesquels peuvent etre 

ris arbitrairement. Si rargument (trigonometriquc) clc -J 


jste constant, en sorte que le point deceive un cercle passant 


-Xi 


ar les points^!, :;25 I’argument de restera aussi constant, 

, le point j/ decrira un cercle passant par les points 


.erne, si la valeur absoliie de ^ ^ reste constante, en sorte que 
point ^ decrive un cercle par rapport auquel les points :ii, 


)ient symetriejues (n"^ 5o9), la valeur absolue de _ --d restera 


X -X -2 

)nstante,en sorte aiie le point y decrira un cercle f'ou une droite) 
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par rapport aiiqiiel les points/^ , y. seront sjmelriqnes. La trans- 
formation precedente conserve done la sjnictrle des points par 
rapport aux cercles et aux droites. La merne conclusion rcsiiUc 
aisement du principe de la conservation des angles et de la consi- 
deration dll faisceau de cercles orthogonaux a nn cercle qiii 
jjasseiit par deux points sjmetriqiies par rapport a cc cercle, Le 
centre d’lm cercle et le point oo de son plan jieuvent elre regardes 
conime svmelriqaes. Si done on desigme par (C) nn ccrclc on line 
droite du plan des r, par (D) le cercle on la droitc dn plan des 
qiii lui correspond, le centre de (D) sera le correspondant, daiis !c 
plan des dii point du plan des jk symetrique do S par rapport 
a C , le centre de /C) sera le correspondant, dans le plan des 
dll point du plan des ^ symetrique de T par rapport a ( D ). Si (^C) 
et ( D'l sont des cercles veri tables, les points S et T sont rcspcc- 
livement exlerieurs Lous les deux, on interieurs tons Ics deux, aux 
cercles ( C i et(’D) ; dans le premier cas, les parlies des plans des r 
etdes respectivement exterienres ou interieiires aux cercles (C), 
.’Di se correspondent; dans le second, la partie interienre a iin 
cercle correspond a la partie exterieure a I’anlre. Si T est snr le 
cercle (D), (C) est line droite partageant le plan des y eii clenx 
regions; celle qiii contient s correspond a la region du plan des 
exteVieure a (D). De menie, si (D) est one droite et (C) nn veri- 
iable cercle, passant necessairement par s, la region dn plan des :: 
(jui contient T correspond a la region dn plan des y exterieure an 
cercle (C). Si (D) et (G) sont deux droites passant necessairement 
la premiere par T, la seconde par S, la correspondance entre les 
points des deux droites est liomographique, en sortc quo, si Ic 
point decrit la droite (D) toiijoiirs dans le meme sens, en pas- 
sant par T, le point j se meiit sur la droite (C) cn allant loii- 
joiirs dans le meme sens jusqii’aii point a rinfini dans ccttc direc- 
lion, point qirii atteint qnand ^ arrive en T, passe brusquement, 
des qiie le point depasse T, an point a I’infini dans Tautre direc- 
tion et recommence a se moiivoir dans le meme sens que lout 
d'abord. 

Qiiand le point z decrit line courbe continue qiii ne passe pas 
par T, ce moiivement meme defmit a chaqiie instant la region voi- 
sine du plan des qu’il a a sa droite ou a sa gauche; de meme le 
mouvemenl correspondant du point y. En vertu du principe de la 



fiVALUATION BES i^’T^lGRALES LE LONG d‘uN CHE3IIN QUELCOA'QUE. Ij 

)nservalioii des angles, ies deux regions a droile se corres- 
ondent dans les deax plans, ainsi que les deux regions a gauche, 
letle remarque s’appliqiie natiirellement aux cas qui vienneiU 
'etre passes en revue. Faisons encore Fobservation siiivante : 

(C) et (D) sont deux droites correspondantes et si Ton fait 
aimer ( D) imiformement aiilour de T, (C) tournera imiforme- 
lenl auLour de S; les deux revolutions seront sjnchrones et les 
ms de rotation inverses. 


598. Par la substitution precedente, I’expression differen- 
elle oil Z est un poljnome du troisieme ou du quatrieme 


egre, a racines inegales, se cbange identiquement en 


dy 

-i/Y 


5 SI 


Dn pose 




(a 


(vy- 


#v/z; 


" est un polynome du quatrieme degre, qui ne s’abaisse au troi- 
erne que si - est racine de Z ou si, Z etant du troisieme degre, 
est nul. 

Si le polynome Z = A;^'* 4- 6Cz- -f- 4D- -f- E est du 

uatrieme degre, nous designerons ses racines, rangees dans un 
rdre que nous nous reservons de specifier^ par ^4; 

L nous ne voiilons pas specifier cet ordre, nous designerons par 
, [A, V, p les nombres i, 2, 3, 4 ranges dans un ordre determine 
uelconque et nous emploierons les notations z\^ z^ pour 

esigner les racines. Si A est nul, nous supposerons A = 4, et 
est la racine z\ ou ^4 qui disparaitra, ou, si Ton vent, devieiidra 
ifinie. 

Nous allons cherclier a determiner les coefficients de la substi- 
ition lineaire de facon que Y soit de la forme /\.r ^ — 

L cet efiet, nous choisirons d’abord une des racines de Z pour fi- 

Lirer a la place de dans la formule de transformation qui lie r 

afin que Y soit du troisieme degre ; si nous designons la ra- 
ine clioisie par Zg^ nous pouvons ecrire cette formule 
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en designant par m et n des constantes. Le polynoine Y, ordoiioe 
saivanl les puissances de y prend alors la forme 


Y = - Z;fr' 
in ^ “ 


^ ^ zUy n)~ - 


ni r.m ■ . r,.v 


Oil Z^, ZJ. Z'J, Z|; designent ce qiie deviennent les derivees de Z 
poor:; = :;5: il aura la forme vouliie — g^^y — g,) si Ton de- 
lermine ni et n par les conditions 


on trouvera ensiiite, par im calcul elemental re, 


AE- 


[BD, 


AGE -r- 2BCD - AD2 ~ EB-^ - - Cy ; 


g2 ^3 sont les deux invariants de la forme Z; ils nc dependeiil 
pas de la racine que Ton a choisie. 

Nous rappelons ici la composition des invariants g^, g>i^ an 
moven des racines de Z. Si Ton pose 

L = 1^2 '•*4,0 1^1- — (-^1 ^'2.) ('•’a ';4)) N = (^^1 Zt^.) {Z-2 C;] ), 

on aura ( ' i 

L=M-\-N 

et 

^4 ^ & 3 = ( L -r- M ) ( L N ) ( M ■ - i\ ) . 

Si Z = az’^ -r 3 cz-{- d est du troisiemt degre, on trou- 

vera, pour ies invariants g^, «*3, les valeiirs 


g2 = -{ Z/2 
4 


)• 


[Danscecas, 1 expression dilferentielie - ' se cliangerait encore 

V ^ 

en par la substitution entiere — h 


\'Z = — - ^/Y et en 


7 ^ 


en supposant 


conservant pour g. et la meme significa- 


( Voir par exemple le Traite d'Algebre supeideure de M. H. Weber l. I 
p- 2^2 de la traduction francaisede M. Griess. ’ ’ 
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on; nous ne parlerons plus de celLe substitution eiiliere, dont 
3tiide n’olTre aucune difficulte,] 


En resume, si, dans 
ibstitution 


I'expression differentielle 



on fait ]a 


:xxxni) 







est line racine de Z, cette expression differentielle prend la 

X-iy — g?,- En deux points cor- 


)rme - j oii Ton a \ 
v/V 




3Spondants r, c'esl-a-dire en deux points dont les affixes sonl 
ees par la relation (CXXXllj), les valeurs des radicaux sont liees 
ar la relation 


:xxxn,) v/v - -r - ^ . rg 

Si Ton veul appliquer les re marques du o97, on devra rem- 
ilacer T par et S par ^ Zp. 

Les raciiies de Y se deduisent des racines cle Z. Lors- 

ue Z est du quatrieme degre, nous designerons respectlvement 
»ar eo£, ep, Cy les valeurs de y qui correspondent (au sens prece- 
ent) aux valeurs zi, Zy de Zj le point co du plan des r cor- 
espondant a z^. Si Z est du troisieme degre, nous designerons 
>ar les valeurs de y qui correspondent respectiveinent a 

;p,, • ce sont deux racines de Y ; on troiive d’ailleurs aisement 


I ry r 17. // 

ecj — Zv, <Sv = —7 Za ^ 

^ 24 • 24 ‘ 

a troisieme racine de Y appara'it sur Fexpression (a) de Y, ou 
’on doit supposer Zp’ r- o ; elle est — /z = ~ Z" =: s : elle corres- 
)ond au point cc du plan des 


599, Nous siipposerons desorniais que les coefficients de Z 
;ont reels; il en sera de meme de si meme on a employe 

me substitution imaginaire. On a des lors, en faisant se corres- 

T 1 1 1 .1 * * Tt _ . 1 ' 17 • . / 
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lions etles valeurs des i-'adicaiix, 

r = f' = argpj)-"- argj-r', 

J.y /Z Jy - A' 

pourvu que le cliemin d'inlegraUoD relalifa la variable p iic tra- 
verse pas de coupare dans le plan des j. 11 csl Incn naliirci de 
tracer dans le plan des ;; des coupures qui corresiioiulcnt a cellcs 
du plan des y; elles seront les images, dans le plan des des cotes 
du rectangle (R) du plan des u, resultant dc la transformation 


el elles permettront de se passer de la variable inlermediaire y. 
Dansle plan des i:; coupe, \/Z sera d’ailleurs line foncllon liolo- 
morphe de definie, en Lei point que Ton voudra, par la for- 
mule CXXXILboii \/Y a le sens qui a etc precise dans les (lara- 
graphes precedents. A la verite, dans les applications, e’est la 
determination de y'Z qui est donnee, et Pon en dednit colie dc y/Y 
par ia formule ( CXXXIL); si la determination ainsl obtenuo jiour 
Y est conlraire a celle qui a ete precisee dans les paragrajdies 

precedents, ia valeur de f ^ sera egale a 

A y Li 

La construction des coupures (rectilignes on circulairos) du plan 
des n'offre aucune difficulte : il suffira, dans Jes diliercnts cas, 
de se reporter aiix proprietes geometriques qiie nous avons reunies 
au n° 597, et nous nous contenterons d’expliquer nos notations ct 
d’eiioncer les resultats essentiels afin de rendre intellieibles les for- 

O 

mules et les figures de notre Tableau de formules. 

Ob servons encore, en general, qu’on peat clioisir arbitrairement 
la racine ijp qui figure dans la formule de transformation, mals 
qifi! y a avantage, quand on n’envisage que les valeurs reelles 
de qui rendent Z positif, a clioisir une substitution reelle et telle 
que les valeurs correspondantes de y soient snperieures aiix ra- 
cines reelles de Y, afin que les valeurs de argpj* soient reelles; 
on Terra que cela est possible, saiif dans le cas oii les racines de Z 
»ont toiites les qualre imaginaires. De merne, si Pon considerait 
les valeurs reelles de ^ qui rendent Z negatif, il y aurait inte- 
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H a clioisir la subsLitiilion de lacon que les valeors correspon- 
antes de y fiissenl inferieiires aiix racines reelles de Y, de facon 
ae aEgpj' fdt purement imaginaire. 

On poLirralt, dans ce qai suit, supposer que dans Z le coef- 
cient de la plus haute puissance de ^ est positif, car si la fonc- 
on \/7j est bien deBnie, ii en sera de menie de la fonclion 


' — Z =: /^/Z; si done, ie long d’lm cliemin determine, on salt 

ffectuer Tintegrale / on saiira effectuer, le long du meme 

J V — ^ 

hemin, Fintegrale j 


IV. — Cas ou A est nul. 


600. Exaniinons maintenant les differents cas. Supposons d‘a- 
ord que Z az'^ - • * soil du troisieme degre ; nous snppose- 
3 ns a ^ o ; s’il en etait autrement, on pourrait utiliser la remarque 
recedente; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer 
n — .o . 

11 y a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines 
e Z. Si ces racines sont reelles, loiites les substitutions seront 
belles, ainsi que les racines de Y; si Z n’a qu’une racine reelle, 
J aura uric substitution reelle par laquelle correspondra, a la ra- 
Ine reelle de Z, une racine reelle de Y; les deux autres racines 
e Y seront coojuguees. 

Placons-nous d’abord dans le cas oii les racines de Z sont reelles 
: designons-les par -^3 en supposant >^2 > -3 i on sup- 

ose aussi, coniine d’habitude, e, >e' 2 >^ 3 - Ces suppositions, 
Antes aux relations, bien aisees a demontrer, 



a la correspondance entre les deux systemes de racines est celle 
Lii a ete expliquee 598, pennettent de montrer que Ton a ne- 
sssairement a = p, [3=: v, y = u.. Aux points co, Zy, Zp du plan 
AC r- r>.Ai'rA^nondent les Doiiils e^, e„, oo du plan des y. Cette 
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correspoiidance est donnee en detail pai' le Tal)lca!i siiivanl pom 
les diflerents cas p = r, 2, 3 . 


aZO‘ 

! 

p = r. 

! p •: :: > . 

P 



z — — -JZ 

J = ei 

y - c. 

y • 



Z — 

11 

r ~ 

y ^ ■ 

, j , rj 



11 

y : 1 “ yz 

y -■ 

^’1 



=F 

y 

y 

r 0 


- - X 

y=ei 

y ™ e.2 

r ■■ 



Sgn Zp 

_i_ 

— 

. 1 




La premiere colonne verticale contient les Yuleurs x., o.-f, Go, 
Gi, + cc de G rangees par ordre de grandeurs cr()issanl(‘s ; face 
de ces \aleors, dans les colonnes suivanlcs (jui s(' rapporUml. aiix 
diverses \aleurs de p, sont placees les valcm\s cori'<\s|)on(Ianics 
de j , les signes qz x que Ton troiive pour p —j: i <•( p r— 3 parini 
ces valeurs signilient que, G croissant, qui dccroit on g(UH‘ral, 
passe brusquement de -x a -f-x quand g (raversc la valour Gp; 
ie signe in x du cas p — 2 signiOe an contraire quc ;)q (pii croil 
on general avec g, passe de -hoc a — x qnand g traverse la va- 
leur Go. Le Tableau clonne enfm le signe de /' neeessaiim pour 
dMuire la definition de ^/Z de celle de /Y. Les images des di- 
verses porlmns de coupiire du plan des y se faisant, dmrs le plan 
des G, sLir Faxe des quantiles reelles, s’apereoiveut immddiale- 
inentdans les differents cas. Pour 0 == i ou 3 , la moiiio superieurm 
du plan des g correspond a la moitie inferieure du plan d(^s yi 

pour p__2, les moities superieures des deux plans se corres- 
pondenl. ‘ 

Si :: ne prend que des valeurs reelles co, uprises cn.rc el - 1 a. 
on prendre, dans les formules (CXXXIl. ) el dans le Tableau 
que nous venons d'ecnre, p = , ; si ^ est compris enlrc cl 

IreTs T T' -- valours de . coinprise: 

de r comn i«tegialion correspondent alors des valours 

?ale.n " ' ? “ P“»‘> 1“ <Ic‘ 

reelles qui rendent Z negalif, on cKoisira o do rnaniere 
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le, aiix vaieiirs de ^ comprises entre les rimites d’integralion, 
irrespondent des valeurs de y comprises entre ^3 et — cc. On 
)tient ainsi les formiiles (GXXXTll), ou il est toujours entendu 
le les qiianlites to,, 103 sont definies au mojeii de c,, es 
>mme an n® 527 . 


601 . La methode s’appliqiie natarellement au cas ou le poly- 
)me Z serait le polynome — g'i et se reproduirait en 

lelque sorte par la substitution. Elle s’applique aussi tres ai- 
inient auN integrales du type 



.1 £ est egal a •+- i ou a — 1 et oti ii est im nombre reel different 
3 o et de zn I. On Lrouve ainsi que Texpression ■ , • — 

j change en — — - — . oii sont donnes par les 

)rmules 

^.2 — T, ( 1 ) ; ^3 = ™ ( ‘ -n ^ ’ 

Liand on remplace par I’nne ou I’autre des expressions 
rjZ 3 2 r-H f f 2 I 3 2 r ±: 2 7^ i qi 3 

3 2JK LZ 2 /i -H I ’ IL 3 2J^ qz 72 — 2 ’ 3 2^^ Zq 72 I ’ 

js valeurs des radicaux y/4 zz i) (/zs — i), — g^y — 5 ':j 

3nt telles que leurs rapports soient respectivement 

2('.:;7zr)-^ 2(72^ — I 

; j 7 ^ . io-, 

72ZZI Jliiznjl) 

, 2 zh 72 — T zh: 72 — I zp 2 11 

3s racines e,, <?2,e3 sont les trois nombres -yr— ’ — ^ ^ ^ 

anges par ordre de grandeur decroissante. Dans toutes ces for- 
lules, les signes se correspondent. 

Si Ton applique ces substitutions en siipposant la variable d’in- 
egration reelle, on obtient en particuller les formules (CXXXIV). 
En remplacant ^ par et £ par -j- i , on voit que les formules 


Z|Z 3 y '-h 72 ± 2 
2 ' 1 / -h- o n — 1 


nx- = 


3 r Z!Z 2 72 -f- T 
3 r ZIZ 72 — 2 


3 
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transformenl I’espression V 'l 7 -^ “:.'3 ’ 

ous-2. 5'3,ei- ^2,^3 ontlesdelemiinauons quo no.is vonons 
etou lesvaleursdesradicaus\/(q::i—a.'-)(i— /'•/;-), \/ 4 j — A'2j' 

sont telles que lears rapports soieiit respeclivcmciii. 

I (*--±l)- (rt.r2— 0'^ I 

^ /idzi ’ uar/nii/O ' 


En designant par/t an nombre positif et en posant n- h-, on ob- 
tient. en pardculier, les premieres forninles (GXXX V) ; Iv, K' y re- 
presented (GXlXc) les quanlilds x(A--), x'(/c-); «'' I’oxi'rcssion 
de k- S lu moyen de h esl indiquee pour les divcrscs inu'gralcs 
envisagees. 

Si Ton remplace dans les menies formiiles pai' j*- (it e j)ar i , 
on voit que les formiiles 


X' 


d“- 3 r -r-n:t :2 

— ‘jj' i 


nx- 


— 3 ;K ± I 


, ,, . dx — dy 

iransiorment [ expression - j. : — cn - ? 

v/(:iz I 4- a?- ) ( I - - nx- ) / 4 /'* A'-o }' — A'li 

ou A'o, ^2? ^3 sont d(2lerinin(is paries memes relations pour 

£ = — I et oules determinations des radicaux i .r- ) ( i 

sont telles que leurs rapports suicut rcspecti- 

vement 

I (\r-zhi)- (nx- — i)^ i 

i. , : — — . , :i: - 

■ix n -XL i 'ixn{i xz Ji) li 


En designanl par h im nombre positif et en posant n : — //*, on 

obtient, en particiilier, les dernieres des formules (CX.XX V ). 


602 . Placons-nous maintenant dans le cas oil une seulc racine 
de Z est reelle; nous la designerons par zJo ; nous designerons par 
Zi, zTj les racines qui sont la premiere au-dessus, la secondc au~ 
dessous de I'axe des quantiles reelles, et nous nous bornci'oiis a 
la seule substitution reelle, qui correspond evidemment a la sup- 
position p =: 2. Pour ce qui est de la fonction pu^ on est dans le 
cas da n® 5 bo; on doit done supposer Co reel, et figures par 
des points situes le premier au-dessus, le second au-dessous de 
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e des qiian tiles reelles. Le nombre est reel el posidf; pour 
vaieiirs reelles cle y, ^ et r varient dans des sens conlraires; 
loitie SLiperieure de Pun des plans correspond a la moitie in- 
eiire de I’aiUre. Aiix points co, ::o, :j 3 du plan des r;, corres- 

dent ies points eo, co, ^3, dii plan des y. A la coupure qui 
dans le plan des y, siir Paxe des quantiles reelles, deeo a — cc, 
'espond, dans le plan des z?, ime coupure qui va de — cc a 
ord siiperieur de la coupure du plan des ^ correspondant au 
1 inferieur de la coupure du plan des y. Au cercle (^0) du plan 
jr, de centre et passant par e, , correspond, dans le plan 
I?, le cercle (z.2) de centre et passant par les points , ^^3 ; 
point y = 771 e.2 -I- | v’<"2 — lu, v I OLi, dans le 

1 des y^ le cercle (eo) rencontre, vers la droite, Paxe des 
ntites reelles, correspond, dans le plan des le point 
M — ::o 4- I — ^1 I ou le cercle (zo) rencontre, 

;i vers la droite, L’axe des quantiles reelles. A la coupure rec- 
ne du plan des y qui va de m a ey correspond, dans le plan 
5, la coupure rectlligne qui va de M a -4 x>, le bord superieur 
a coupure du plan des correspondant au bord inferieur de la 
pure du plan desy. A la coLi})ure circiilaire du plan des y qui 
e e, a 63, en passant par 771, correspond, dans le plan des la 
pure clrculaire qui va de ^3 a Zi en passant par M ; le bord in- 
3ur de Tune des coupures correspond au bord exterieur de 
Lre. Dans le plan des ainsi coupe, \/Z est une fonction liolo- 
plie de z; elie est positive pour des valeurs reelles de x? un 
plus grandes qiie La figure (C) du Tableau (CXXXVI) met 
vidence la correspondance directe entre la variable u et la va- 
le Elle correspond au cas ou Fon a i{Z{-y-z^) et oii, par 
e, e-y est posilif, en sorte que Tangle qiie font les deuxvecteurs 
It de o a tf4 et a CO3 est obtus. Dans tons les cas, les demi-cotes 
['ectangle (R) qui vont respectlvement de o a 003 — to, et a 
- 0)3, out leurs images sur les bords superieur et inferieur de 
OLipure qui va de — cc a ^2; l^s cotes qui vont de 04 — to, a 
t03 — to,) et de to, — 0)3 a |(3to, — 0)3) ont leurs images sur 
}ords superieur et inferieur de la coupure qui va de -h oo a M; 
juarts de cotes qui vont de i( 3 tos — to,) a tos et de ^ ( 3 to, — 0)3) 
ont pour images les bords exterieurs des coupures circulaires 

. , r ^ 1 JI : r ,3 ^ . V X . ^ n 
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pour image le Lord iuterieur de la coupure circulairc (|iu va do 
a ;:3. Les rectangles du plan des u designes sur la ligiirc par (/•, 
i r-.’i, ('rs'), (I'.',) ont respectivement pour images les regions (/'^ ), 
itO- du plan des La demonstration des lormulcs du 

Tableau (CXXXVI) n’offre des lors aucunc difficultd. 

V. -- Gas ou A n’est pas nul. 

603. Supposons maintenant que Z A-'* • ... soil du (jiia- 
irietne de^xe. Placons-nous d’abord dans le cas ou les qualrc ra- 
cines de Z sonl reelles; les quatre sabstitutions possibles ('I les 
racines de Y sont alors reelles. 

Nous snpposerons :?i > 3o> La rcdalion 

<3;enerale 

A . , . 

eu By — -7 ( -^P ) < '’V Jy 

qixil est aise d’obteiiir, permet de niontrer que Ton a, quel (jiui 
soil p, et en distinguant les deux suppositions A §o, 

A ' > o, t’l — <?3 “ — L, ei -- <?2 “ v 

-1 I I 

A T A V , 

A : o, ~ t’?. r~ — ~ L, — e-y ~ — -- N, (O (?:j -- , iM, A - : 

■1 1 I 

On remarqiiera que I’expression qui represeiiLe A- pour A u, 
represente A’'- pour A^. o. 

La correspondance detaillee des valeurs de el de est doniiec 
dans le Tabl^eau suivantj dont la description est Irop analo^iuj a 
celle dll Tableau precedent (n'^ 600), pour que nous nous y 
retions, non plus qii’a ce qui concerne le sens dans lequcl varie 
avec la correspondance des conpnres, celle des moities infc"- 
rieure 011 superieure des deux plans, le choix qii’il convient de 
faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquant les 
iormiiles (CXXXII,^ 2 , 3 )j lorsqu’on ne considere qne des valeurs 
reelles de ou enfin la deduction des formules (CXXXVir). 



Evaluation des intEgrales le long d’un chehin quelconque. 




A : 

■ 0. 



A 

0. 



p=.. 


P--r 3 . 

p = '- 

0=1. 

0=2. 

p r~ 3 . 

p= 4 . 

rr:: — CC 


AZ'i 

.yjA 

7ZI 



1 7 " 

0 4 3 

pz\ 

— 

Cl 

C-2 

C3 

dZCO 

C3 

Co 

Cl 

zz; X 

- 73 

C-2 

Cl 

ZjZ cc 

C3 • 

Co 

C3 

Z‘Z X 

Cl 

70 

C:{ 

zrco i 

Cl 

1 Co ' 

1 

j 1 

qz 00 

C3 

Co 

— 7 i 

qz'co 

C:i 

C2 

Cl 

; =bcc 1 

Cl 

Co 

C3 

= -r- CO 

ViZ'; 

I J-Zl 

1 7 'f 


\ \ 7 " \ 

^Z\ 

i_Z" 


S-n Z'p 

! -H 

1 

— 


! i 

1 

: — 

\ - : 

— 

-h 


> 04 . Supposons qiie les quatre racines de Z soient imaginaires. 
LIS nous bornerons an cas oi'i A estposilif; nous designerons 
et les deux racines pour lesquelles le coefficient de i est 
itif, etant celle poiu' laquelle la parLie reelle est la plus pe- 
; 02 ct dcsigneront les racines conjuguees cle o, et 04. Toutes 
SLibsti Lotions sont iniaginaires ; inais il est aise de voir que les 
ines (?i, eo , 6";} sont reelles ; nous supposerons toujoiirs 

>(?2>'^:i. Nous choisirons la substitution qui correspond a 
aleur 4 de p. Alors aux points o,, ^07 -^37 ^4? ^ du plan des 
respondent les points e \ , S =: Z" du plan des y, et I’on a 

V \ A , N 

?l 63 ~ L, Cl — — T 7 <-‘2 ‘ ~ "7 ^'7 ~ T * 

1 -I i ^ 

jes quatre points So, -3, ^4 sont surun cercle (c) dont nous 
ignerons le centre, situe sur Taxe des quantites reelles, par c, 
es points crinteivsection avec le menie axe par P, Q; P est sup- 
e a droite. Le cercle (e) correspond a Faxe des quantites reelles 
plan des y. A. I’axe des quantites reelles du plan des o corres- 
id, dans le plan desy, un cercle par rapport auquel les points 
!t doivent etre s^nnetriques, ainsi que les points ei ete2; 
it done le cercle (e^) du n° 592 ; le points est necessaireinent sur 
nrconference de ce cercle; soient pj q les points de rencontre 
cette circonference avec Faxe des quantites reelles; nous desi- 

I ^ .-U.Ti A ^ £> . pi Oiianfl Ic noint V 
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decriti A'^-.AiraxedesquaDti’tesreellesde - c/:' a i x li passo suc- 
ce 3 siveineniparlespoints—oo,« 7 ,e;„ (’2, : 1 '“ I't'nil cor- 

respondant ; devra passer successivcmcni par les ponils o, S;,, 
P, VI- -.1 da cercle (c) : il se moiivra dans l(^ sens dircrl . Lcs 
points Q, P du plan des r correspondent resp<'cti xanuont aux 
points q, p du plan des y. Les regions dn plan des = interienrc 

etexterieiire an cercle (c) correspondent rnspGcliNAniHnil aux rnoi- 

lies siiperieore et Inferieure dii plan des point s du jilaii 

desj-estdonc sar la moitie inferieure du cercle (/•;{). Aux por- 
tions de conpares do plan des j qni vont de — x. a C;{, dc C;i a 
de kCi correspondent, dans le plan des g, Ii;s (ioupuiaxs cireu- 
laires qui vont de a -S3, de a dc a ; il n y a pas d(i 

coiipure enlre Z:^ et . Le bord intcrieur de ia coupui'c (ureu- 
laire du plan des correspond au bord supericur de la <a)upure 

rectiligne du plan des y. Pour delinir y/Z au inoyaui dc \ \ , d cst 

7/ 

commode d’ avoir rargument trigonomctrlque du laeKuii' 

qui figure dans la formule (CXXXIL); des considerations 1 ;h‘.1Ics 
de Geometric elementaire fournissent la regie suivanl(‘ : soil A Ic 
second point ddnterseclion avec Ic cercle (c) dc la droll<‘ qui 
joint a ; soil B le second point d’lMtcrsce.tion de cai inenu; 
cercle et de la parallele menee par A a Taxc des ('|uantiles reidics : 
^argument cherche est mesure, en prenant pour unite le rayon 
du cercle (c e par I’arc qui va du point le plus bant de ce cercle 
au point B. On en conclut qiie la fonction y/Z, lioloiuorplu^ dans 
ie plan des coupe, est positive pour reel coinj)ris entre V et Q, 
negative pour les autres valeurs reelles de 

La figure > D) da Tableau (CXXXVlIi) indique la cornxspon- 
dance enlre ies variables -3 et u. Le perimetre du rectangle (R) 
du o 91 fait son image sur les coupnres, les scgincnls rectilignes 
qui vont de i W3 a co, -f- CO3 et de — -^03 a W| — (1)3 out lours 
images sur la moitie inferieure et la moitie supcrieurc de la cir- 
conference du cercle (^3); au point S Z" du plan des r cor- 
respond, dans le plan des z^ le point 00, el, dans ie pi an des fi, un 
point Uq situe sur le segment qui va de 0:13 a C0| -f - 1 0)3 ; le segment 
qui \ade^t03 a u^^ a pour image, dans le plan des 3, la portion 
de 1 axe des quantiles reelles qui va de Q a co; le segment qui 
^a de a tiij — 1 C03 a pour image la portion de I’axe des quautltes 
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s*elies qiii va cle ^ co a p; enfin le segment qui va de — a 

CO, — I CO;} a pour image la portion de Taxe des quantiles reelies 
iii va de Q a l‘. linfin, on a indique sur la figure par les signes 
'’1)7 ('“2)^ ('*'!) regions du plan des oli se font les images 

es pelits rectangles (/*i), (^ 2), (y*/, )• Ces explications siiffi- 

ont an Icclcur, pour etablir les formoles (CXXXVIir) et pour 
3Connaitre eii particulier comment on obtient les valeurs (reelies) 

es inlcgrales de la forme / — ^ , quaud r est reel et varie entre des 

J \J'L 

mites convenables. Au surplus, une autre metliode permettra 
ientol d’obtenir ces integrales, sans rintroduction de quantites 
nagioalres. Dans le cas oii Zest bicarre etou, regarde comme un 
dnome du second degre en il a ses racines imaginaires, les 
uatre points -a, du plan des ^ sont les sommets d’un 

3ctanglc; Ic point c coincide avec le point o*, dans le plan des jq 
) point s est a IMntersection du cercle et de la parallcde menee 
ar le point Po a I’axc des imaginaires vers le bas. 

6O0. -Les resiiltats precedents doivent etre modifies quand le 
ercle (c ) devient unc droite, c’est-a~dire quand les quatre ra- 
ines .G,,^2j mtune partie reelle. Cette droite (c) est 

crpendiculalrc [Jig- (E)j I’axe des quantites reelies qu’elle 
3ncontre en un j)oint P. On prend alors pour celle des quatre 
icincs qui, sur la droite (c), est figuree parle point le plus liaut; 
n descendant sur cettc droite on rencontre les points P, 

L bon. empioie la meme subsLitution ; la correspondance entre les 
mines g,, Go, Gu de L et e,, Po, e,} de subsiste. Les coupures du 
Ian des G vont, sur la droite (c), du point G4 au point a I’infini l 
ers le bant, puis de g, au point a Pinfini J vers le bas. Le point 
CO;, a son image au point co du plan des G, point avec lequel les 
oints T, J et les points zb code Paxe des quantites reelies doivent 
Lre regardes comme conlondus. Les petits rectangles (pi), 

(/•/) out lours images dans les quatre angles formes par Paxe 
es quantitcis reelies et la droite (c). Des lors les applications ne 
Dmportenl pas de difficulte, et Pon obtient en particulier les for- 
lules (GXXXVIll.,).' 

606 . Lorsqiie le polynome Z a deux racines imaginaires conju- 


So 
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ciiies reelles, en supposant -^2 ^ lacinc imai;iiiaire 
dans laquelle le coefficient de Test posilif, par 3, sa coiiju-ure. 
Nous supposerons p egal a 2 011 a 4 pour avoir allaiia^ a uiii) substi- 
lution reelle. Le poljnoinc Y aura line raidiui rcclb^ cl deux 
racines imaginaires e,j e.j ; on suppose quc ■ * (‘sl posilil. On 
troQve aisement les resiillals siiivants : 

A > o, ei — e-j = V ^^5 ^'1 — “ T ^'.1 7 

4 I -J 

. A T A , A .. . iM 

A <. o, ej — Cj ~ L, Cl — e=> ~ — -7 N, -■ C:\ ‘ , iM , k- — 

4 I I 

est dll signe de A, Z' de signe contraire; on on coiKdnl. d’uiic 
part la determination de \/Z correspondant a celle de puis, 
d’autre part, ce fait que pour des valeurs corrcspondan t<‘s takdles 
de z et de varie dans le ineine sens quc pour A * o, p -rr 4 
et Ac^ 0, p =: 2; dans le sens contraire jiour A A • o, p ; 2 et 
A<! 0, p =:= 4 - Suivant que y et G, siip[)Oses reels, varienl, ou non, 
dans le menie sens, les parties suj)erieur(\s (ou inf(k'icur(‘s) des 
deux plans des jK et dess se correspondent, ou non. Dans 1 <^ jpre- 
miercas:;,, correspondent a ; dans le second, cor- 
respondent a ^3, . 

Au cercle (eo) du plan desj^-", cercle qiii a j)0ur centric ri (}ui 
passe par correspond dans le plan des un cerel(! (o) {pas- 

sant par ^3 et par rapport aiiquel sont synnitriques b^s points 
^2? -^4 correspondants des {joints eo, cc' (on co, e^) du plan d(‘s y. il 

V a lieu de distinguer trois cas, suivant quc le rappori o ^ [-"! j 

est plus grand que un, plus petit que un, egal a iiii. Dans ic pre- 
mier cas c’est le points;.,, et dans le second Ic jioint So (pii csl 
interieur a (c). Ces points correspondent, dans uii certain ordrc 
qui depend de la valeur de p, aux points co el c-, du plan des y, 
eti’examen de cette correspondance perinet de reconnaiiro, dans 
les differents cas possibles, si les regions intericiires ( on exle- 
neures) des deux cercles (c) et (e.) se correspondent 'on non. 

Les regions de meme nom se correspondent pour p ■<, S ;'> i 

et p = 4, & < I ; elles ne se correspondent pas pour o u o < i , 

ni pour p rz: A, 0 '> 1 . En r.nml^inoni r>.nc> . 
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ar valours reelles, do — co a -!- cc, on reconnait aisenient com- 
lent sont disposes, dans ie plan des les points d’intersec- 
on M, M' du cercle (c) avec PaxLC des quantiles reeiles qui cor- 
espondent respectivement aiuv points /?^ et 77i'da cercle (oo) situes 
iir I’axe des cjuan tiles reeiles, et comment, dans le plan des j', 
St sitae le |)oint S qui correspond au point od du plan des e:. On 
cF all 1 ears 

oa>, . rb oi?- 

M — — - 7 - '--- j 

I i-j.: 0 I zc: 0 


u il faut prendre les signes superieurs ou les signes inferieurs, 
uivant que Ton a A > o. Dans le troisieme cas ou 3 esl egal a i , le 
ercle (c) sc reduit a la droite qui passe par les points Le 

lilieu des points Z 2 , est alors le point w ou le point M; et le 
loint S coYncide avec Fun des points m^. Void le resume de 
es divers renseigneinenls : 


Siilvant que Fon a p ~ ou o 4, on a sgn — = ir: sgnA et 

vZ 

cs valeurs Oo, co ou co, de y correspondent aux valeurs Oo 
le c;. S uivant ([uc I’on a sgn ^ rz=:zr:j ^y etc; varient, ou non, dans 

sj'L 

e mdne sens. Le Tableau suivant indique, selon les cas, com- 
nent sont raugees les quanlites cJo, cj/,, M, aF ou 772, m! ^ S. 


-4 < m'< ;c 2 < m; 
M < -4 < jF < -2 ; 

< M < ^2 < m' ; 
m' < -4 < M < <32. 


0 0 

<i ( 

v 

O 

/7l'<C ^2 < S < /7?. 

!1 

0 

C>? c 

1 

> I ( 

A < 0, 

V 

V 

y 

P = ‘.A, 0 

> i- 1 

A > 0, 

77l'< (?2 <C < S, 

OU 

p --rr:: ,f , 0 

<r ! 

A < 0, 

s < /??<'< e 2 < 772. 

A b • 0, 


I, ]\F= 

" ^ c fJl 

0 ~ 

O, 

A < 0, 


I, M = 

^=> — f" -34 j 

j S — 77J 

0 rr: 

‘2 


( 5 < I, 

I 0 > I j 


A •< o • 


0 > I, 
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I’on troave sur la figure ^B) du Tableau (CXXXl ), .)n obl.enl 
Immediaiement la correspondance eulrc les vanal)los r- cl, a. Le 
perim^re du rectangle (R) du n« 595 fait son laiagc .sur Ics cou- 


pares du plan desc. 

II n'v a plus maintenant aucune difficuUc a clablir Ics lor- 
m II les (XXXXIX). 


VI. — Reduction a la forme de Legendre. 


607. On peut, ainsl que Legendre Fa remarqii(L raincncr unc 


expression differentielle .suppose Ic iiolynomc 


a 


(z — -So) {z — z>^) (z — S/.) du ([ualJ‘lcmc d(‘grc, 


a racines inegales, au type ou V est im polynomc du second 

/V 


degre en c-, au moyen d’une substitution lineairc c. 

dans laquelle p et q out des valeurs convenableivKUil cUoisics. 
Quels que soient p ei q on a, en effet, 


dz ( q —p) d v ^ ^ 

vL\ {q—--i) II p- -vH R 

en egalant a zero le coefficient de c dans le produit dcs deux pre- 
miers facteurs sous le radical, ainsi que dans le produit des deux 
derniers facteurs, ce qui determine p et q par les conditions 

Zi Gv 

3 

^ 1 — Z^-\r .- 3 ., — Z;^ 

— Z:,)- 

le second membre de Tegalite precedente se reduit a unc expres- 
sion de la forme 

y . dv 

\/±i (I dz (^1 zh ) 

oil a designe une constante qu’il est aise d’evaluer au moyen de 
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Lj :;i , oo, 3 /,. Lorsquc Ics coefficients clu poljnome clonne Jx( z ) 
ont reels, ceUc coostaiite a, ainsi quc les valeurs de p el de q 
ont nuinil estemen L rcelies; dans ce cas et desisneront des 

" O 

ombres reels et posltifs : on supposera a 6 . 

Le senl cas ok p elq ne seraient pas determines paries formiiles 
n'ccedenlcs scrait celiii ou I’on aurait :;2 ; mais alors 


m n'a certainement pas = -2-7- ; il suffira done de Irans- 

)Oser, dans PcgaliLe prccedeiiLe qui a lien quels qtie solent peXq. 
e second et le troisieme facteur sous le radical, apres quo! la re- 
liiction ail type — se fera comme on vient de rindiquer. 


608 . Si, dans rexpression 
’on fait 


dv 

7 ^’ 


(( “ hc^ 


oil \ 3: ( I zb <2- e")( I bz b- c-). 

h V ~ 


an retonihe siir I’lni des types envisages au 601 , el il stiflirail 
de se reporter a ce niimero ponr y trouver les siibslitutions 
lincaires en .r-, qui ramrnent Texpression obtenue a une expres- 
sion do la foi'nin; 



— /i ( X — 60 ){,r— 6>2 ){y~ ^3 ) 

ou to - ^2 “r t^•5 o. Mais, au lieu de ces substitutions, il est sou- 
vent commode, ijiiand a et b sont reels, et, par suite, c compris 
CD tre o et i , de se servir des substitutions du premier degre en x- 
ettv- donnecs par Legendre dans les divers cas qui peuvent se pre- 
senter lorsqu’on combine de toutes les manieres possibles les 
slgnes -h, qui figurent sous le radical, substitutions qui per- 

mcllent de ramener rexpression ^ a une expression de la forme 

V V 

7 ^;,, oil \V . :(l - - ) (I - - ), /i etant un nombre reel com- 

s/w 

pris eotrii o et 1 . 

Nous supposons dans les formules qui suivent x et w reels, 
c posilif ainsi que k' ■ 1 — k- w ne doit prendre que les va- 

leurs comprises entre — i el i ; pour chaciine des transfbrma- 
lions, if est par consequent suppose compris entre les limites qm 
resLillent de cctle Ji_)potlicse, en verlu de la formule memo de 
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sont positives. Les radicaux eLix-meines soiit supposrs positifs: 
enfio s. s' designent des quantiles egales a ±: i , ajanl respect! Ye- 
men L les si ones de x et de \v. 


V' I — (v- 
X £ p I W-. 

VI— cr- 


X — — > 
c V I — 


s V I •— (i — c- ) iv- 


k — v''b — r-, 

. 

7(1- 

dx 

^x-^)[\-\ 

dx 

- c^x'^) 

/[ -f- 



- 

x. = _L_ , 


dx 


/l -t- c- 

/(^ 

-r)(r i- 


/!■ - ' , 


dx 


\/ I 


-+-i)( I-- 

C-X-) 



dx 


v/i -f- c- 

v/(.r2 


72 — 1) 

k ~ \/i - - c‘-, 


dx 



/(.rs 


6* 2 ^'2) 


r--' // 


, ^/a> 

7\v' 


A ces transformations, il convient d’adjoindre les (hnix sni- 
vantes qui sont iineaires : les radicaux sont loujonrs supposes 
posilifs. 


^ ■ ' V V ^ ./ y . 

I — (p — \Ji' ( r -h n> ) 


\;i -1- v/r 
(i-i-v/^i)" div 


clf_ (n- \/k)~ div 

p'(' . t 2 — I ) ( i —^-2 ^ •>. ’ 

err = n\ k—c, ^ — . 

V' ( A-- ~ I ) ( c- x"- — I ) p VV 

[i est aise de deduire a nouveau, de ces relal.ions didcrenlicllc.s, 
les valeurs des integrales qui figiu-ent dans le 'rableaii (CXWV ). 

609. Lorsque les racines de 3 sont reelles, si ron I'ait, dans Tex- 

pression -A? la substitution 
V Z 

C0 S“ z^{z\ — ) si n2 cp 

(-0 - -{j.) cos^~ H- - ’ 
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1 Iron VC 

<iz - ‘> r/cD 

v/Z s/ 1\ I ( z\ — .Z.J ) ( z^j^ - .Gp) cos‘-i O -h (.Cp — .Jv ) 

Lipposons (ral)ord A. positif. Si 3 csl compris ciitrc z^ et x, 

I cn Ire - CO cl , on siipposcra A i , p. ~ v = 3, 0 r=z: 4-: 
land V N'aric d(‘ r, a - j-- ^ on dc — co a o varie de o a 'Zq oli 

^ cp,) a (Ml dcisii^nanl, par '^o l’a»‘C compris entre (j et ^ donl la 

n^(!nlc csl c<^al(‘ a y/ _■- j* Si esl compris entre et i;., , 

I [ircfidra Z : - ja ™ 4, v i , p r o. ; qnand varie de ^3 a r-o, 
varie de o a donnan l aii\ radicaiix leur signification aritli- 
(‘liqnc, on ani'a 

r/z •>. do ^ ^ N 

\/Z \/ Wj ^1 — /i-sin-(p f-' 

ipposons (Misnil(‘ A n<‘galir. Si est compris entre et ^3, on 
‘cndra \ ; /[, p . 1 , v c, p 3 ; fpiand varie de a J33, 

varie d(i o a • Si csl (‘.ompris entre z.j el z,, on prendra 1 = 2, 
- - 3 , V : 4 , p ■ I ; cpiand ^ varie de a cp varie de o a 

ri donnant cncor(‘ i\ii\ radicaiix Icur signification arithmetiqiie, 
1 aura 

dz _ __ M 

y/Z y 7 - AL \/i — Z- siii-cp 

II est ais(; de dikhiire a nouveau de ces relations differentielles 
svalenrsdes int(;grales qui fignrent dans le Tableau (GXXXV). 

VII. — Substitution quadratique. 

610 . Nous ailons montrer inaintenaiiL comment la reduction a 

forme normale - - ™ de toutes les differentielles de laforme 4^, 
y/Y /Z 

I. Z est un polynorne qiielconquc en Zj dii Iroisieme 011 du 
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3o 

second clegre. Nous nous borrierons an cas ou le j^olyuoine Z a scs 
coefficients reels et admet an moins denx raciiK's miaouiaires ; 
Fiiiterel de ceLte derniere siipposiuoii consisLe cu cc (jiK^ Ton 
pent alors choisir line siibsLitulion reclle telle (jiic b^s I'aeines dii 
polvnome Lransforme soientaiissi reelles, ce quo l\)n nc jHnil fa ire 
par line substitution lineaire. Les modifications (pFil y aiirait a 
apporter a quelqiies-uns des resiiitats siiivanls, si [’on no sc tron- 
vaitpas dans le cas auqiiel nous nous liniilons, n’ccbappcn-onl pas 
ail lecteur. 

Rappelons d’abord qiielqiies propositions clcinentairi's ndativcs 
a la fraction .r oil U — -i- p:; -i- y, \ : : a'o- -h 

sont des trinomes du second degre en a coefficients reels; nous 
irexcluons pas le cas ou cfJ est mil. La diirivce de ccitti' IVaction 
s’annule pour les racines 'C\, U3 del’equation dn second ibygia' (-n o, 

iaj I — U'V — UV' = l>^'— a'y) 3 -1- By'- - [Fy r...,: o. 

Les valeurs .r, , .z*3 de .r qui correspondent a 'C^ C.-i s’oblimnnint 
en remplacant par Ci, ^3 dans ou inicu\ dans la fi'aclion du 

premier degre ™ ; .zy , X3 sont reels en nuune temps (jn(‘. u,, 

Ouand x est egal a Xi ou a ^‘3, le polynoine en g, U - V,/y ayant 

one racine commune avec sa derivee, est iin carre jiarfait et est, 

par suite, egal a (a — c/Jx^) {z — ou a (a - - ) ( 3 - ;;3 )- . 

On en conciut que ^3 sont les racines de reqiiation en .r 

= pp — 4(a'j; — a)( 7'.r--Y) <,, 

qui exprime que requatlon enz;, U — V.'r r .o, a ses racines egales. 
Des remarqiies anterieiires et des relations 

?(-) ^ (z - r.) ( ^ - ro, 

il resulle que le poljnonie en ^,,V-A , est egal ai. carrc de 

'f (5) mulliplieparimfacteur constant que Ton tronvc aisomcnl 
<^tre egal a i en comparanl les coefficienis de s’; on a done I’i- 

dentite 


Evaluation dks intEgu alks le long d’un ciiemin quelconque. 3- 

(^ikukI !os racines do V sonl iniaginairos, la realite des qiiaii- 
ds 1^1, ‘Cv <^*1? apparail aisement sur ies equations (a), (b). 
1 oirel, (rune part, on rcmplacant, dans cp(^') r- U' V — UV'. 
3' 

par la racin(‘ - - -3^ de \ ', on troiive le meine rdsultat qu’en fai- 
nt la mdnio sii])stitu lion dans U' V ; or V est alors du ineme signe 
ic 01 , LJ so rodiiit a V est done de ineine signe qiie 

[3 — ajj', o'osl-a-dire de signe contraire au coefficient de g- 
ns *C:$ sont done reels et comprcnnerit entre eux le 

- D’antro part, si dans on remplace .r soit 

cc • 

x soitpar^Jy l(‘ rdsultat est positif, ])ar consequent de signe 
ntrairc au coefficient de x~ dans 4(^); .r;} sont done reels 

coiiiprcniicnt cnire eux dl. Enfin, comme .r, et se de- 

a Y ' 

lisent do g, , (^;{ on rcmplacant par dans , on a 

' ' ' ( p' l’ 

lisque — est compris entre Kn le ddnoininateur est ne- 

lif; il on rdsulto (juo sont rangds, on non, dans le meme 

due de grandeur qiie suivant que a[j ' — yJ (j est negatif 

L posilif. 

Dans le cas que nous anrons encore a cxainineig ou U a ses ra- 
les irnaginaircs ot ou a' est nul, on voitde nieme que si? sont 

els ot comprennent la racine — -^deV ; que sontde signes 

ntraires, parce que lenr produit est negatif; enfin que sont 
ngds, on non, dans le meme ordre de grandeur que ^L{, sui- 
nt que a [3' est positif ou ndgatif. 

611. Ceci pose, ddsignons par Z un poljnome du troisieme ou 
[ quatridme degrd, a coefficients reels, admettant deux racines 
Laginaires conjugudes nous designerons par ^4 les 

Lix aulres racines (reelles ou imaginaires conjugudes) si Z est 
: quatridme degrd, par la racine reelle unique si Z est du 
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Z sera, suivanl les cas, de i’line on cle i’aulrc des deux ioniu's 

iJans ia diCFerenlielle nous ferons la sul)sliluLioii X : : -r, 
/Z 

en posant 

u — -v). V~ — :Ji)( - 

SI Z est dll qualrieme degre ; 

Z.;,), V -^z-^ Z.. 

si Z esL dll troisieme; les coeflicienls a, . . . , y' de LJ, V sonl reels 
et s'exprimenL immediatement au mo^/eii des racines de Z. On 
aura aiors, eii conveiiant de remplaeer A par a (juand Z est du 
Iroisieme degre, 


Z r. AU\' = AV-^.r. 


dx o ( z ) 


dz 


V2 


d'ou. a cause de ridentiLe (c), 


CXL ) 


\dx 


dx 


/Z 'z{z)slkx sjkx^^x) 
les radical! X etanl lies par la relation 


v/ A tl; ( ) __ ( d ( z ) 



qiii montre, eii supposaut Lout reel, qiie les radicaux soiiL on non 
de nieme signe, suivant que '^{z) est positif on iiegatif. La meme 
egalite montre que Z et Ax 6 (x) sent de meme signe pour des 
valeurs correspoudantes de x et de 


612. Placons-nous d’ahord dans le cas, ou Z ctant du troisieme 
degre. U a ses racines imaginaires; et sont aiors I'eels; en 
supposant > wj, on aura, par les remarques precedentes, 

= -2 _ ^ 

j r:= -^Zi-h Z-^y - — {{ZiZ^ -t- Z^x) ~ (x — X^) {x X;{ ), 

^1 = -1 — ^ 3 , X-i — Zi — Z^, 

> ^ 3 , Xi > 0 > X 3 . 
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Pour qiie yZ soil reel, doil elre compris entre — x el -^2 00 
tire el -h x, suivaDt qne a est negalif 011 posllif. Le Tableau 
ivanl indique la correspondance entre les valeiirs de et celles 
: x\ dans la premiere llgne les valeurs de 3 soul rangees pai* 
dre de grandeur crolssanle; la Irolsieme ligne conlientle signe 
; X aiiginenle on diminue quand croit, suivanl que ce 

gne est + on — ; est un maxiiniini, a*, iin minimum : 


^•3 




Signe do <p (; 3 j | 
Dans Pegalile - - - 

^ lAi 


ax 


onprendradone 

I sj ax {X — Xx) (x — .^5 1 I 
signe superieur on le signe inferieiir suivanl que ^ n’esl pas ou 
;l, compris entre ei^\. 

Iin appliquant par eKemple le resultat a la diflerentielle 
- - ■> ou Pon suppose reel, imaginaires con- 

I ^ .{ ft 2 ft 3 

iguees, en sorte que, com me on Ta lail observer an n"^ 394 , 
62 — ^1, (':i sent aussi imaginaires conjuguees, on est 


nene a faire la substilulion x 


z- -f- e.2Z --r- ei 


et les quantiles 


ssignees plus liaul par •C \ , Ca? ici 


?i ^'2 - ‘'''2 — ei — 63. 

e., — s/e. — \/'e2 — ^3 , 

^•1 e., 

. 2*3 r-r 2 ^3 . 


II lieu de celle subslilution, afin d’obtenir uii poljnome dans le- 
uel la somme des racines soil niille, laisant la substitution 


y -z X ■ 


(e-i - - ei) { e-2 — 63 ) 


^^ 3 


ous obtiendrons la relation 
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en posant 

K I ea 1 - ^'3 =■■ -I- 4 p » ' ■ f ) ' 

£-2 = — “>. ^2 , 

— <?2 — \f^i - - — ^3 -■ I (^^'“2 ' ■ ) ' 


11 importe de reinarquer que les quantiles t:i, K:*, iv; sonl reelles. 
En siipposant :; > on aura a:>^i7 doiic ;r T - Ki, el. Ton dcvra 
prendre, dans le second membre de Eequation i^d)^ le si^ne | on 
le signe — , suivant que est compris entre cl -|-co, ou enlre 
/f*.» el Z^: si ^ doil varier a la fois dans les deux inlervalles, on 
fractionnera I’integrale. 

Le resiiltat que nous obtenons ainsi coincide aver la relation 


P ( 




^p{u 


(Ol, 0 );{j 


(’t ) ( r.j — C :5 ) 

p i a 1 wi, (o;{; e. ’ 


qui resiilte aisement des formules (KXll) on (XXIV ) el des lor- 
mules de transformation lineaire. 


613. Supposons maintenant que Z soil dii qualriemc (legi*e, on 
aura alors 

: 2 Z — --^41 1 — ^1 ) (z — Z:i)~( 2 z- ^Zi - ■ z-i ) (z — Zi)iz ) 

— i .c: 2 " -4 — ) Z- — ^.f ;:2 ^^4 — 'Si ^3 ) ^ 

-f- (;Si -r- Z^ J ZoZ/,. ( ^2 ••: S-, ) .3;, 

— ( ^ 2 -- ^=4 Si — Z:i )( Z — SI )(-^ — Ca)* 

V ; .r ' -- [ -2 — -4 — (-1 — -3 ) .r ]2 — 4 ( — i ) ( Zj Z 3 j: -- a. ^ 4 ) 

, .-1— 2 [ 2 Z,Z:,-^ 2 Zi Z^ — (Z. ^4) (-fl- H (-CJ.) - ■ 3 ; 

— Zi — z^p (a: — X^)(x ~ xi). 

^ 1 ~’2 ^ 4 - 2 r ;j Z 2 Z 

== r ^ *^3 ^ , 


.ri — Xs : 


2 {z ^2 -t- -^4 ^3 ) (^1 — ) . 

(2^1 Z’i) ( aCs — Zi — . 3 ;[ ) ’ 

puis, en posant Ai =: A(z^ — ^3)-, 


: dz 


CXLf i 


dx 


\'Z \'\iX { X -- Xi ){X — X:i ] 


I vA'i.r (27 — Xi){x — xs) _ 

; /z “('-—-on 
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II faut touLefois remarqiier que celles de ces formulesou lig'arent 
, doivent clre modifiees si se rediiit an premier degre, 

:ASl.-a-dire si -i - est mil; nous ecartons ce cas pro- 

soirenienL Les quantiles Uj, u;}, sont reelles; est 

mpris enlrc et i et - — sont compris entre.z ^ el ^ Si 

^1^3 

sont reels, .r, et sont de signes contraires; d’ailleurs 
cp(^/^) sont de signes contraires; il y a done une des racines 
comprise entre et Si c^2 et sont imaginaires, et ^3, 
li sont de meme signe, sont posltifs, puisqiie I’un de ces nombres 
t plus grand que i ; nous prendrons pour le plus grand des 
Lix; A^ est de slgne contraire a A. Nous avons tout ce qu’il faut 
lur dresser le Tableau suivant, comportant deux cas suivant le 
jne de ; dans chaque cas la premiere ligne 

ntient les valenrs remarquables de rangees par ordre de gran- 
;ur croissante; la derniere ligne contient les signes de dans 
aque intervalle; suivant que ce signe est H- ou — , x regarde 
inme une fonction de est une fonction croissante ou decrois- 
nte. Enfin, on a fait figiirer et parnii les valeurs remar- 

lables de ^ en cholsissant c;.;. Ces quantiles, ainsi que les 

leui’s zero de x qui leur correspondent, doivent etre effacees si 
es sont imaginaires. 


X 

Signe cle 


— CO 

1 


^0 


X 



(Si ? 3 )- 

Xi o .T3 0 

^3 ’ i ■ C3 '• 

"2 43 '^’4 ' 5 I 

o .r3 o xi 


Signe de 



X' 


I 


Lorsque ^2 et 5/, sont reels, Apeut etre positif ou negatif; dans 
premier cas, -S doit etre compris entre — cc et entre :;i 

-f-co; dans le second cas, entre^o^t S4. Si I’on a, par exeniple, 
-1- ^4 ;> ,G, H” ^^3, A>o, ^ est positif et plus petit 

le Xs ; d’ailleurs Ai est negatif; la quantile A^ (x — xC)(x — .r3) 
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signe laiU que reste coinpris entrc — cc cl. ^i, avcc tics signcs 
contraires tant que esL compris entre ^ 2 ; ^ Imvcrsc la 

valeur T,. le cliemin crintegratiou devra elrc iVacliounc tie la li- 
mite inferieure a v,, de c, a la limite superleiire. Le Tableau pnL 
eedeni permetlra dans tons les cas de siippriiner Louie ambiguVtc*. 

Si ^ 2 , sent iniaginaires, A doitetre suppose positif, done A, 
iiegalif. On reconnait sans peine que x doU clre compris eiiLre./*, 
et .r.jy et le Tableau permet toujoursde lever rambiguVlc de signe. 

II reste a examiner le cas ou Ton a i - L’ecj na- 

tion Ut') se reduit alors a 

) ~ 2 {zi Z;i — Z 2 Z', ) (^ z L_ — ^ ^ . 


La formuie ( CXLI ) subsiste; jnais il coiivienL de remarcpier que 
Fune des racines x^, x>^ est egale a 1 et que raulrc est egale a 

; on a d’ailleurs, dans ce cas, 

l-l - - -3j- ’ 


on aura done 
si Ton a , 


(-SL "jfilr 4 ( ^2 ^.y — -^1^3 ^ . 


Xi I 


dans Ic cas coiilraire. Le Tableau qui donne la correspon- 
dance des vaieurs de ^ et de x est alors le suivant : 


'^2 ^4 ^ ~'l 

Zi ~~ Zs 


T I 

Siaine de z(z ^ ■ 


2 


I 


^2-4 -1-3. 


H“ 


I 


Signede^(^)| -i- 


Quant a la supposition ^ on doit la rejeter, car alors 
e^ deox racmes ::o, seraient egales aux racines 


614. En appllqnani ce qui precede au cas on Z esl un trinon.c 

3icarre ayani au moms deux racines imaginaires, on obtient les 

resiljtats .Sinvanlc rlonc- • /% . 
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malion eiuplojee, puis les limiles eiiLre lesquelles doiveiUrester 
varia!3les pour que les expressions sous Ics radic.aiix soienl po- 
ives, enfin la relation diflerentielle. Tout est suppose reel. 


- 1 
C“ ’ 


A : u. 
A Co, 


> I, 
3- ' 1 . 


0 ■ 

1 

c- 


.7’ - 

' -r • 


, I , 

- o, 




dx 


v/AO'-i — i) c'*-) I 


V^4 A. a? (l — X){C'X T ) I 


-4 I 

a- (‘-J. 


X coninris entre f et — - 

C“ 


c/G.sgn - i) g J 


dx 


v/A(^- -hi) (z- -h C-) I I \/l\Kx{\ — x){c-x — i) I 


G- -4- A rz cos 0 - h /•“ 


0 


- ‘i rz cosO -h r- 

dz . sgrt [ /' ( r- — ,G- ) cos 0 ] 


X compris entre tang- - et 


0 

tang2 _ 


v/A (s- h- ‘A rz cos 0 -h /’-) (-G- — 2 rz cos 0 -h r-) [ 

dx 


I / , / . G ' ^ 

U i6 A r-x i^x sin2 - — cos^ -j ( sm- - — x cos- -y 


lecteur poui-ra appliqucr ces forniules aux difierenlieiles 
(Iz dz dz 


sjz'*- 


7> 


V/i- 


615. Lorsquc non seiilemenl les coeflicients de Z mais aussi 
cheniin d’inLegraUon est reel, on a maintenauL Lout ce qu’il 
It pour raraener directement revaluation duine inlegrale quel- 

nque de la forme / -= a celle d’une integrale du tjpe nor- 
J 

ilde VVeierstrass J integrale du type 

r dx 


:5 ou A- est reel et com- 
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pris enlre o et i. On evite ainsi les transformations quo nous 
avons eludiees a la fiii dii Ghapitre Vll du Tome III. 

Oiiand les racines de Z sont toutes yeelles, on fera Puiio des 
transformations lineaires indiquees; dans le cas contraire, on 
cominencera par faire J’linc des transformations qiiadraliques 
qii! conduisent a iin polvnome dont toutes les racines sont 
reelles. 
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CHAPITRE X. 

I \ti:grales elliptiques. 

I. — Evaluation des integrales elliptiques. 

616. Oil appellc integrale elliptiqiie Louie inlegrale cle la 
rme j F(^, ^ un poljnome en x du troisienie 

i dll quatriemc degre, a raclnes inegales, eLF(^, V' ^) fonc- 
3n rationnelle de x et de \/X. Soil par la siibstitiuion lineaire 
IXXXLI), soil par un autre precede qui sera etudie au Cliapitre 
Livant, (CXLIIl), on pent ramener une telle integrale a ia forme 
f[y^ \j'\ ) dy, ou Y -= /\y'^ — g.^y -- g-^ est un poljnome a ra- 
nes inegales et. oii /(y, \/Y) est une fonction rationnelle de y 
de v/Y. 

Supposons que I’integrale proposee soit une integrale delinie, 
‘Ise Ic long d’lm cliemin [x) allant du point Xq au point j;,, et 
3 passant ni par une racine de X ni par un pole de F ( x^ V' ^ 
long de ce cliemin (x) convenons d’entendre par \JuL la deter- 
ination de cette fonction qui resulte, par continuite, de cette 
erne determination pour un point particulier, pour le point ini- 
al par exemple. On pourra, en appliquant le tlieoreine de 
aiiclij, substituer au cliemin (x) un cliemin ajant les memes 
aremites et qui soit equivalent au cliemin {x), e’est-Ydire qui 
induise a la meme valenr de llntegrale. On pent done, si Ton 
ml, SLipposer de suite que le cliemin (x) se compose de segments 
3 droite ou d’arcs de cercle. 

Si Ton emploie la substitution lineaire (CXXXIIi), les pro- 
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au chemin ixK Tintegrale j’fij, sj^) dy Ao\l 4tre prise ]e long 
lie ce chemin i r). La determination de y/Y poor uii point qiiel- 
conque r du chemin < r ) resulte cle celle de an point corres- 
pondant a: dll chemin (x) au moyen de la forrniile (CXXX II.^^ 
on obtiendra ainsi, en particulier, la determination initiale y Y,, 
de ^ X pour le point initial j'o correspondant an point-r,,. 

Si Ton fait ensuite la substitution ,P(m,- g'>,g-x) et si Ton 
determine, dans le plan des un chemin iyg correspondant aux 
chemins ■r) et (x'\ par les formules 

dr r' dx 

ou les inlegrales sont prises ie long des portions des clicniiiis ( )") 
oa { x'u qui partenl des points ou pour aller au\ points )' 
ou X. et ou ost i’line quelconque des valeiirs de u cpil satislont 
iiiw equations concordantes 

rO=.P^^O: 


on aura, tout le long des deux chemins (y) et {a\ eii deux points 
correspondantsjes relations r — p \/Y = - p ' et Toa sera 
ramene au calcul de Tintegrale 



-- p'u) p' a da^ 


ou le signe j porte sur une fonction doiiblement periodique, et 
oil la variable doit suivre un chemin connu (^/.). L’cvaluation d’unc 
pareille integrale a ete traitee au Chapitre VIII du Tome III . 

( hiant a la determination du chemin (z^), ohservons d’abord 
que ce chemin se reduit a une portion de Faxe des quan tiles 
reeiles si 1 on n’a affaire qtFa des fonctions reelles de variables 
reelles; on n a aiors qu a en determiner les extremites. Lorsque 
les coefiicients de X, \ sont reels, les variables y etant d’ail- 
leiirs quelconques, nous avons donne au Chapitre IX tons les de- 


tads nexessaires pour revaluation des inteerales f f 

. , . J -s/Y J 

qui iigurenl dans la formiile (i), et Ton pourra done, dans ce cas, 
determiner ie chemin i u) avec autant ^approximation qu’on le 
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jiidra : on n’a (i’aiileurs pas besoin de determiner ies points in- 
jrmediaires avec autanl de precision qne les extrernites u^,. 
arce que, pour revaluation de Idntegrale de la fonction double- 
Lent periodique, on pent remplacer le chemin ( u) par un chemin 
:|uivalent; toutefois, on doit se rendi^e compte de la facon dont le 
lemin (a) est place par rapport aux poles de la fonction double- 
ent periodique. 

II est a peine utile de dire qiie Ton pent tout aussi bien rame- 
3r riiitegrale proposee a une integrale de la forme I / { dz, 

1 Z est de la forme (i — k-z-) et on f(z, \/7 j) est une 

notion rationnelle de et de ^'^Z; par la siibstitulion ^ r- sn 
'Lz-.zsida^ on est ensuite ramene a rintegration d’une fonction 
) u h 1 e m e n t p e ri o d i c[ u e . 


617. [1 nous reste, relalivenient a la determination des poles et 
i developpement de la fonction doublement periodique dans 
Lir voisinage, a donner quelques indications qni n’ontpas tronve 
ace dans le Cbapitre Yl dii Tome UT. 

En posant, pour abregcr, y = pu^ yz=z p'a^ la fonction dou- 
ement periodique que Ton a a integrer pent etre supposee mise 
us la forme 


? ( ^0 = 


P • - Qy 

K -f- Sr' 


L designant par P, Q, R, S des polynomes en r de degres res- 
ictifs a, p, Y, Gj polynomes que Ton peut supposer sans plus 
and commun diviseur. 

On reconnait tout d’abord, en remplacant dans cette expres- 

/ I U~ — 9. iT') if 

)n r et r par — - + 1- . . . , — r- -H - ' h . . . , que o est iin 

le de ''■z(u) lorsque le plus grand des nombres aoc, a [3 3 est 

perieur an plus grand ti des nombres sy, 2G-f-3; Tordre de 
dtlplicite du pole o est 7n — Si Ton ordonne le nume- 

:eur et le denominateur de 'f(ii) suivant les puissances crois- 
ites de u, que Ton effectue la division du numerateur par le 
nominateiir jusqu’a ce qu’on ne trouve plus au quotient de 
issances negatives de u, puis que Ton rnette ce quotient sous 
forme 


I 
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ia partie de z>{ j Cjiii correspond aii pole o, c esl-a-dire la parlic 
de qiii devient infmie pour i/ -- o, sera (n^ 3o8) 

A :: zt A 1 r' - Ao f . . . - a,,-. zz. 

Considtd'ons iiialntenaiit uii pole a •: a de o(u) qiii ne soil pas 
conm'ii a o, inodalis awj, 20J3. Le 11 11111 e ra Le ii r de ^p(z/) etant lini, 
ie deiiominateur duit etre mil pour ii. ~~ a\ on resoudra done les 
equations simultanees eiij*, j*' 

R Sj' r-. o, 7'^ 47^-- ^2 J 

Soil p -- b' solution de ces equations et a a une 

solution des equations p;z = p'z/ “ b' \ a a sera uri pole, si 
P— Qp-^ n’est pas mil pour y b, y b' . Pour s’assurer dans 
tous les cas que a est un pole, et pour trouver la partie corres- 
pondante de on pourra ramener ce cas an precedent en 

faisant le cliangement de variable u-- \> -^ a \ les formnles d ’addi- 
tion perniettront d'exprinier p(V-i-a), p'((^ a) rationnellement 
en pc. pd', h. h et de transformer en une fonction ration- 

nelle de pc, pd’. On peut aiissi, pour obtenir les premiers teriiies 
dll deveioppement de cp(a-|- p) suivant les puissances croissantes 
de p. remplacer p(rt-r-p), p\'a -!- c) par leurs developpemenls 
de Tador suivant les puissances croissantes de p,ordonner le nu- 
meraleur et le denominateiir de f c) suivant ces menies puis- 
sances, eiTectiier enfin la division en ne gardant au quotient que 
les puissances negatives de p. II n’est pas inutile d’observer que 
I'ordre de nmltipiicite de la racine h de I’equation 

K-^ — 4 S2 -j- ^ S2 -i- ^'3 ^ o 

estPordrede mukiplicite du pole a, dans le cas ou 6 n’est pas une 
racine commune a R et a S, ou U ii’est pas nul, et ou P -[- Q/ 
D est pas nul pour b, y--:~ aiitrement, I’crdre de multipii- 

cile est abaisse. 

A\ant determine 1 un apres I'autre les poles distincts de 
pais les parties correspondantes de la somme de loiUes ccs 

parlies sera egale alalonction a une conslante additive pres, 
que 1 on pourra determiner en donnant a u une valeur arbitrairc 
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les notations dii n*' 358, en ecrivant toutefois o(u') a la place de 
on aura 

/= V 

o (m) C -s- 2 Z'(u~ai) Ai^Li 'Hu— «i)J > 

et toiites les constantes qui figurent dans le second membre se- 
ront connues. La somme ™ est niille. 

618. Idintegrale indefinie J Zi(u) du esl, en general, une fonction 
lineaire de u el de termes tels que loga’(z^ — a), t(a — d), p(ii — a), 
p^{ic — a etant un pole qiielconque; a cause des formules 

d’additioii (VIJ 3 ) et de cedes qu’on en dediiit en prenant les de- 
rivees, on voit alsement que cette inlegrale indefinie contient un 
terme en un terme en une fonctioii rationnelle de pu, p' ii 

et autant de termes en log — a) qiidl y a de poles a pour les- 
quels le residu correspondant n'est pas nul. 

Pour que cette integrale solt une fonction univoque de u, ii 
fautet il soffit cju’elle ne contienne pas de logaritlimes, c'est-a-dire 
que cliaque residu A^^^ soit mil (f =:= i , 2 , . . v). Pour qu’elle soit 
une fonction doublemen t periodique de Uj avec les periodes 2 co^, 
2 CO 3 , il faut et il soffit qireile ne contienne ni logarithmes, ni 
terme lineaire en ni terme en t(u). c’est-a-dire que I’on ait 

/=:V 

= 0 (i = I, 2, . . . , V j, C — o, 2 AJf = o. 

/■= 1 

On obtient ainsi les conditions necessaires et suffisantes pour que 
rintegrale J F (xj dx s’exprime rationnellement en x^ \/X. 

Ii pent arriver que cette derniere integrale soit la somme d’unc 
fonction rationnelle en x, et de logaritlimes, multiplies par des 
constantes, de telies fonctions. Elle est dite alors pseudo-ellip- 
tiqiie. Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont beaucoup plus 
cachees. Nous nous con teutons de signaler ce probleme, sur le- 
quel le lecteur trouvera d’interessants developpements dans le 
dernier Cliapitre du second Volume du Traite des fonctions el- 
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II. - Reduction de Legendre. 


619. Ell se placaiiL a un tout autre point de vue, Legendre a mon~ 
Ire que Fevaiiialion duine integrale de ia forme f F{,x^ s^/X ) dx se 
ranieiiail a des integrations elementaires et a revaluation d’intc- 
-rales reiilrant dans trois tj-pes simples. Bien qiic le procede d’in- 
tei^ratioa que nous venons de decrire dispense d’appliquer le mode 
de reduction de Legendre, ce mode de reduction n’en garde pas 
moins iin interet propre, non pas seulement parcc qu’il pent elre 
|jraliquement utile dans certains cas, mais surtoiit parce qii’il est 
Torigine de la classification des integrales cn inlegralcs do pre- 
miere, de deuxieme et de Iroisieme espece, classification qni s’e- 
tend de la facon la plus naliireiie aux integrales de la inenie nature 
I dites hyperelliptiques) ou le radical porle snr on polynomc de 
degre superieiir an qua tri erne. 

Tout cFabord, i’expression F(^gy^X), mise sous la forme 

— — Oil P, O, Pi, S sont des polynomes en tiers cn .r, se ra- 
R — 5 p X 

nitme, eii inultipiiant en liaut et en has par R — S \/X, a la (brim* 




A 

vx' 


oil M. X sont des fonctions rationnelles en x. La pre- 


miere partie sfiiitegre par les fonctions elementaires. En decompo- 
sant X en fractions simples, on ramene i’integration de la secondly 


pariie a ceile d'integrales de la forme 


que nous comprendrons sous le type unique 


/ ,vr^ dx r 


( X — a )P s/X 


f 


(x — a)P dx 

^75 ’ 


oil p est im nombre entier positif on negatif. Si Ton pose 

X = A( j:- - -- 4 - a)3 6 C (;r - a)2 H- 4 D (a; - a) + E. 

dans I'idenlite 
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Oil /* est nil eiilier queiconqiie el on esl la derivoe de X. on 
iroiive, a pres avoir inlegre. 

( r — 2 ) A \r~-d “ 2.; 2 r — 3 i B X ;._2 “ o ( r — i . C X ,-._i 

— 2>' 2 7 ' — I ) DX,. — /‘EX/._; — 'x — a V’ v’dX. 

Si E iiXst pas noK c'est-a-dire si a n’esl pas raciiie de X, on peul 
resoiidre cette eqiialion par rapporl a X;-„s. iaiit que r n'est 
|:)as nul; si E est iiul. D n'est pas nuK sans quoi X admelLrail la 
racine double a, el lain pent toujoiirs resoiidre iXquatioii prece- 
denie par rapport a X;.. ii resiille de ia que si p est negatif, X^, 
pent toujoiirs s'e;xprimer au moyen ddiile^aTales analogues a in- 
dices positifs oil nuis, de X_{ ct de qiiaiilites algebriques. 

Pour ce qiii esl des integrales a indice positif, elles seramenent 

a la forme / — - ; nous coiitinuerons a les designer par X., et 
J. V'-X 

nous emploieroiis la meme formule de reciiiclioii en siipposant 
a = o ct en regardant A. C. D, E comme les coeiTicienls iiiemes 
do poiynoiiie X. On pent alors resoiidre la formule de reduction 
par rapport a X^^.:] si A n'est pas nulj par rapport a X,^_^o si A est 
mil; on voit done, si A n'est pas mil. que X3, X.,, X^, . .. s'ex- 
prlment an moyen de Xo, Xj, Xo, et si A est mil, que Xo, X3, 
X/,, . . . s’expriment au moyen de X(j, X,. Dans le premier cas, 
on pent pousser plus loin la reduction; cela est evident si X est 
bicarre, car alors X| se ramene aiix Iranscendanles elementaires 
en preiiant x- pour variable. 

Boriions-noiis aiixcasouXa rune des formes (i — x-)(i — A'-x-), 
l\x'^ — g'lX - — On voit qiron ii'a a considerer que trois types 

dbiitegraies, qiii sont, dans le premier cas. 



et, dans le second cas, 



Ces integrales sont dites respectivement integrales elliptiqiies de 
premiere j de deiixieine , de troisieme espece. Le type des inte- 

1 1 1 > , - 1 I - r j ^ "V 
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0:20. Ces memes denominations sont employees avec des sigiii- 
iications diilerenleSj qiie nous expliquerons tout a I’henre, et qoi 
d'ailleurs pernielient toujours de dire, comme le lecLeiir s’en con- 
vaiiicra sans peine, que i’e'valiiation d’line integrale elliptiqiie sc 
ranicne a rtHalualion d’line integrale de premiere especc, d’une 
inlegraie de deuxieme espece et d’line on pliisieurs iiUegrales de 
troisieme espece. Mais, en restant encore im instant an point de 
viie on nous nous sommes places, nous voulons reniarquer qne si 
Ton regarde les inlegrales ci-dessus comme effectuees le long d’lm 
clieaiin et comme ibnciions de leiir limile siiperieiire x, c’est-a- 
dire de Textremite finale de ce cliemin, rintegrale de premiere 
espece resle finie quel que soit x, ineme pour x infini, Landis que 
rintegrale de deuxieme espece devient infinie avec et que Pin- 
tegrale de troisieme espece devient infinie comme iog(a; — a) 
qiiand x s’approclie de a. Les fonctions de . 2 ? ainsi dcfinies rcstent 
iPailleiirs holomorplies dans toute aire limitee par un contour 
simple, d'ou le cLemin d’integration ne doit pas sortir, ct on 

”4= (s'il s'agit des integrales des deux premieres especes), ^ ~ 

V' ^ ' ( x — a) v/x 

(sal s’agit de Pintegrale de troisieme espece), est une foDction 
liolomorplie de x. Mais les clioses se passent d’liiic facon un pen 
diflerente aux environs dii point oo, suivant la forme de X. Eri 
nous bornant par exemple aux integrales de premiere espece, si 
i on fait la substitution x= on aura 


J vn- 


dx 


■ X-) (I — k-x- ) 

f 


/ 

/ 


~dz 

— clz 

/^(4 — 


) 


3r, dans le voismage du point ;: = o, qui correspond an point 

fonction holomorplie de;:, mais 

I’occasion, a propos des no- 

ations de 'W eierstrass, de revenir bientot sur le second cas. 
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III. ~ Notations de Jacobi. 


62i. Nous avons maintenant a expliqiier quelques notations et 
expressions qu'ii est indispensable de connaitre. 

Siipposant k reel, positif et plus petit que im, et designant 
par oil est on angle reel, ia determination positive du ra- 
dical y I — A;- sin- 'A, Legendre pose 


F(o:i= f' Eir-‘= 

r '-0 



et appelle F(/f), £( 9 ) fonctions ellipliqiies de premiere el de se- 
conde espece. et sont les fonctions completes. 

Le mol foncLion elliptique a pris, depuis Jacobi, iin sens entie- 
renient different : on entend generalenient sous ce nom les fonc- 
tions que nous avons designees sous le nom de fonctions double- 
ment pef'iodiques da second ordre. 

La fonction F (f) de Legendre n’est autre chose que V integrcile 

cix 

elliptique de premiere espece (n*^ 619) / - j 

•- 0 I — { I — k- X-) 

dans laqueile on a remplace x par sincp. La fonction E( c>) de Le- 
, , . ' s i n - o 

gendre csl egale a F ) — k- I d '^ ; c’est done ime combi- 

0 r 

liaison lineaire d’une integrale elliptique de premiere el d’lme 
integrale elliptique de seconde espece (n°619). 

Legendre a encore introdiiit la notation II(n, '.p), ou n est iin 
paramelre, pour designer I’integrale 




f- 

p 

L 

~/zsin-ojAo 

Jq U — V — ^ sin 0 ) lo 0 

0 (i-7-|/' — /^sin9)Acp 


e’est, en conservaiit la definition du n^ 6 l 9 , la somme de deux in- 
tegrales elliptiques de troisieme espece, integrales dontla diffe- 
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li peiit n'etre pas inutile d’observer que la valcur clc Acp est. 
toujoars comprise entre /del i, et que Ton a, pour cliaqne va- 

leiiF de z. \z a coscp. 


f3i2. Jacobi a inlrodoit craiitres notations, siir Icsqiielles nous 
iiisislerons iiu pen plus. Les fonctions de la variable cjii’il a desi- 
-nees par les notations am?p, co am z/, E(z^), n(b^., a), pcuverU etre 
delinies par les fornioles 


CII. 


I amz/-- f dnudii, co am = am (K •— /p), 

I *■ 0 

I r" , ^ V A- sn a cn a dn a sn- 

f L!4n= f (In'- u ait , Il(u. a] = / — 

f / J(, I — /:- sn-a 


dans la derniere descjuelles a est iin parametre. Le module Jc doit 
etre re^arde comme one donnee, differente de o et de i. 

Les ejuantites que Jacobi designe par K, coincident avee 
celles que nous avons designees parx(/i:-), x'(/r-); la qnantile t, 
qui permet de construire les fonctions sn, cn, dn (n‘’"518, 30G, 
lormules LX.XIp,, 7 , 8 , XXXVII, ^ 2)7 et qiii figure dans les deiinilions 

preceuentes, est supposee egale a Les notations ani(b^,/t'), 

Li {/,/i , ... au lieu de amzp E(b^), ... s’entendent d’elles-niemes. 

Lorscpie k est reel, compris entre o et i, la qiiantite K. do Ja- 
cobi coincide avec la quantile cle Legendi'e. 


6!23. Coiisideroiis ebabord la fonction am^^. La fonclion dn it ad- 
met pour poles les points 2 /iK -p ( 2 /? -i- i) f K', en designant par a 
et n des entiers; les residiis correspondants sont egaux a rh i. Si 
i on se borne a assiijettir le cliemin d’integration a nepas passer par 
ces poles, on voit done que la fonction am^^ n’est definie qida on 
miiiiiple pres de 27:. La fonction dii?^ est liolomorplie a rinterlcnr 
de la bande limitee par les deux paralleles qui sont le lieu des 
points K/ zz lEJ qiiand on fait croitre la variable reelle t de — co 
a -T-x. On pent done regarder amu comme ime fonclion bolo- 
morpbe a 1 interieiir de cetle bande, qui, dans le cas on A"- est 
reel et plus petit aue un, comnrend I’avp. dpc nnnruif Ac 
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All resle ces resuitals apparaissent encore sur Tone des for- 
um I es 

I dll ii dll — i log( cn ii — i sii ii i. 

*- 0 

La meine formiiie montre quo Ton a 

Cii II — I sn II = : 

d'oii, en clianijeaiil a en — u. ajoutant el retranchant, on dediiii 
( CIIg j sin am u = sn u , cos am u = cn u. 

62i. Si lAn se rejiiace dans le cas on /c- esl reel, compris entre o 
el I j on volt aisemenp, a Faidc des formules precedentes et de celles 
qiii doiineiit les derivees, par rapport ka, de sn u, cnii, dn quo ies 
fonclioiis A'-p, F('^) de Legendre se redaisent adn^^ et u qiiaiid on 
j rem place cp par am u. 

C’est cn realite la fonction inverse de F(g) qiie Jacobi a de- 
signee par ainz^; en d’autres terines, il a regarde la liniite siipe- 
^ d'^ 

rieiire c: de I’inlegrale / comme line fonction de la valeur u 
* *'0 

de cette integrale, et il a appele am;^ cetle fonction. Dans les 
memes conditions, A(amz/.) n'est antre chose qiiednz/. Depnis 
Jacobi, on designe par Aamz^, quels que soient u et A-, exac- 
tement la fonction de u que nous avons designee par dn;/. 

En regardant am;/ comme line fonction hoioniorplie de u dans 
la bande definie plus haul, on apercoit immediatement les rela- 
tions 

1 C J I c ) am ( K j — 5 a m i n K ) — n—-, a in (' // — 2 n K } ~ am u — nr. ^ 
oil n est im entier. 

Ouand u aiigmente par valeurs reelles et que k- est compris 
entre o et i , on volt immediatement que la fonction am u augmente 
toujoiirs; son signe est celiii de u. 

Les expressions de sin co am //, cos co am//, A co am //, an mojen 
de sn//, cn//,dn//, se dediiisent immediatement de la definition 




t 
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62S. La fonclion EUi) de Jacobi csl univoque; on voit (n" 432) 

q o' Oil pen I ecrire 

E 

( GII s . E ( u ) — Y' ; 


'r • 01 

!e nombre E est egal ( 11 “ 432) a / dn-u du; on voit qii il est egal 

a E; K c'est ie de Leg-endre. 

Le tbeoreme d’addilion de la fonclion conduit de siille au\ 
llieoremes d'addition des fonctions Z(?^), E(?^), a savoir : 


Z'' u) — Z (' a ') - Z{u~ a) —■ E ( ii ) - - E ( a ) — E ( ic - - a ) 

— -- /{- sn a sn sn ( u - - a ) : 


on en tire aisement la relation 


! a 


■2 Z i a j — Zia — u) — Z ( a. — ii) — 


'ik- sn 0^ cn a dn ^sn- ii 
I — k- sn- a sn- u 


Signalons encore la fonclion introduite aiissi par Jacobi 

et dtdinie par regalite 


Clln-^ 



E ( ?/ ) clu 


1 E „ 

2 K 


0(0 j 


On voit comment, dans cel ordre d’idees, s’introduiL la fonclion 0. 


i 


I 


626. La fonclion n(t^,a) de Jacobi s’exprime an mojen des 
functions Z, 0; celle expression s'oblient en appliquanl les regies 
generales d’integration, on en integrant, enlre les limites o et u, 
les deux membres de Fegalite (a); on trouve ainsi 

•ciLi nui,2) = mZ(o()-^ - loff , 

Oil encoi'e. en tenant compte de la definition de Q{u), 

'.ciiiij n( oc ) = K E(c[) -i- i losr . 

■2 ® ti(if-T-a) 

Dans ces deux formules, la determination du logaritlime depend 

en general du chemindlntegration (n“ 301); il est a peine utile ? 
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iGnii)r6 doit etre rod parco c|Q 6 le proniicr 1 cst ovidcinnicnt. On 
, eii particulier, 

dill 0 ) n f K. ~ KZ ( a ) — KE ( a — olE. 

.L'e\pression cle a), aa nioyen de la fonclion Q et la defi- 

lilion de cetle fonctioD, meltent en evidence qiie la derivee de 
J(//, a), prise par rapport a u, s’exprime au moyen de E d/'r, il 
;n resLilte ce theoreme de Jacobi : 

La derivee dduie integrale elliplique de troisunne espece, 
)ar rapport d V integrale elliptiqae de premiere espece prise 
omme variable^ s' ex prime cm nioyen cV iiite grales elliptiques 
le premiere espece et cV inte grales elliptiques cle seconde es- 
)ece. 

Le theoreme de Fecliange du parametre et de Fargument s'ex- 
irime par la fornuile 

n ( u, a ) — n ( a, u ) uZ( oi) — aZ( u), 

a le second ineml)re devrait elre angmente d’nn miiitiple de 27 : i 
i on lalssait aux fonctions fl tome leiir indetermination. 

Le theoreme d’addition de la fonction 11 s’exprime par la for- 
nule 

n(zc, a ) -- II (' v, a ) — n(u V, 2 ) 

1 , &fu — 3 C j 0 ( p — 2] & ( u -i- V 2) 

— ~ ^ " ^ — 

'2 0 ( 14 -H a ) 0 ( ^ a ) 0 ( zi — p — 2) 

1 , I — IP sii u sn p sn 2 snf u v — a ) 

- _ 10<"*' ^ ' 

2 ^ 1 -h IP sn sn p sn a sn { u -f- p — 2 ) 

[ ^ [i — IP sn -(/4 -y- a) sn-(p --f- 2)] [i — sn - 2 sn - (u — p — 2)] ) 

4 ^ i [i — b- siPiii — 2 } sn-(p — a)] [i — IP sn-a sn~(?4 — p 2 )] \ 

1 ^ — Z ( 2 u) ( 2 V ) ~ 2 i { a -h i K' ) — Z ( p ^ t K' ) 

2 ^ Z ( a — u ) — Z ( a — p ) -h Z ( 44 — 4 K' ) — Z ( p — 4’ K' ) 


IV. — Notations de Weierstrass (P ). 

627. L’inlegraie elliptique normale de premiere espece, an sens 

le Weierstrass, estFintrgrale f > oliY=— 4j/-3 — — gpion 

Jy V'\ 
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la desi^^oe par J ( j', yTj : cette integrale n’est determinee qiie si 
Ton se donne la valear ioitiale de et le clicmin d’integralion, 
qui ne doit passer par aiiciin des poiats e,, eo, ct le long dii- 
quel les valeurs de \ Y se dediiisent par continuation de la vaieiir 
iniliale. A cause de la liniite snperieure, qiielques rcmarques 
concernaDt ce ciiem in sont necessaires. 

ConsidA'ons iin cercie decritde Torigine coinme centre et con- 
tenanl a son interieur les points Cj, 62, designons par S la 
region exterieiire an cercie, dans laqnelle on regarde com me 
ime coupiire la portion de I’axe des quantites negatives qui est 
exterieure au cercie, en sorte que la region S est limitee par le 

cercie et celte coiipure. Dans S, ^ est unefonclion liolomorphe 

de determinee des qu’on se donne sa valeur en un point : elle 

pent etre representee par nne serie d?/ ) entiere en no 

\vr/ s/y 

contenant que des puissances impaires de -p et conimencant par 

im terme en ( ~ = ) • Au point de S oil Ton se donne la do tormina - 

wAv 

lion de i'egalite — rzz determine sans ambiguVte la 

v/\ Vv/j/ 

valeur de ^ qui est des lors determinee dans toute la region S . Si 
1 on designe par ^ la serie entiere en commencant par 

im terme en — ^ dont les diflerents termes ont pour derivees, par 

rapport a r, les termes correspondants de 9 ? changes do 

signe, il est clair que Ton aura 


Jy V^Y 


1 



que^que soit le chemin d’integration, pourvu qu’il ne sorte pas 
de S. Si la fonction est formee avec les invariants g., g.,, dans 
la meme region S, les egalit^s p«=^, p'a = - ^/Y definissent, 
a une constante additive pres de la forme 2«w,4-2n'w,. u 


I 
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iifferer cle /rj constante C, piiisqu'eUe doa 

erifier dans S, comma la fooction ^ , la relation ^ — ; la 

onclion u ~ C — 9 ?j ( j devant verifier Pegaiite p// v pour 

, V'a'.' 

e grandes valeiirs de ja C est necessairement de la forme 

/io 3 j -r-2/^^co;>; en d'aiitres termes, — dq / _-L j ^^1^0 solu- 

\VJ' ■ 

LOil des equations ~ y \ : toutes les auLres so- 

itions s'obtiennenl eii ajoiilant a celle-la des multiples enliers 
es periodes. 

Ceci pose, considerons un point quelconque p'j, et iin chemin 
’integTation allant de ce point au point x; nous nous boroerons 
SLipposer, reialivement a ce cliemin, qirii finit par resler dans la 
egion S, a partir du pointy,, par exemple, point 011 le radical. 
'Y a acquis la valeur y Y , , deduite par continuation de la valeur 
onnee y Y 0 de y/Y en y^* La valeur J(j'o, v ^ 0 1 dc la foiiclio!i 
(jq \/y) enyo sera definie par Fegalite 


jg-oa^Y' = r = r” ^ (Y) 

-bu vY -Y vY VvYi/ 


(j'(M V ^0 ) depend nullement de la partie du cliemin d'inle- 
ration qui vadey, a Pinfini, mais seulement de la portion du 
bemiii qui va de j'o a jq . En un point quelconque y de cette 
onion de chemin, la fonction J [y, yY ) est definie par la meme 
galite, ou il faut seulement eftacer Pindice o; elle verifie done tout 

; long de ce chemin Pegaiite ^ = et peut etre regardee 


3mme la continuation, ie long de ce chemin, de la fonction 
, ( - 4 i: ) avec laquelie elle coincide aux environs de '‘Yi- Tout le 

\\/rJ 




de ce chemin, comme aux environs du point y,, elle veri- 
era les equations =y, p' u = — p Y, et il en sera ainsi, en 
articiilier, aii point yo, pour lequel nous designerons par Uq la 
deur de la fonction J ( 

Si Pod se donne les deux entiers n et /P, et qiie lYn imagine, 
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sans passer par auciin des poles on des zeros de le point 

r — pii decrira dans le plan des y un certain cheniin ferine par- 
tant de r^) poor a revenir, en ramenant anssi le radical ^Y, qiii 

lie cesse d'etre egal a — ^ valenr primitive o* Si done 
on designe par ( C) ce chemin ferine parcoiirii en sens inverse, et 

si lYn considere la valeiir de la fonction J ( ) an point 
orisfine da cltemin d’integration forme par le cliemin (C^ suivi de 
Fancien cheinin d’integration, cette valeiir sera egale a i’anclennc 
\aleiir aogmentee de 2/ic0| -+-2/1^033. 

En resume, la fonction si on la definit senlenient 

par les valeurs de y et de \/Y sans sc donner ie cheinin d’inlegra- 
lion, n’est definie qu’a iinesomme 2/ico^ -f- 2/2^033 de multiples de 
periodes pres; en cliangeant le cliemiii d’integration, on pent 
Taugmenter d’un nombre qiielconqne de la forme 2/it0| -p 2/?/ 033, 
ou n et n' sont des entiers. L’ensemble de ses determinations est 
identiqne avec I’enseinble des solutions des equations (en u)^ 
p’ll =r:r— y'Y. 


628 , L'integrale elliptiqiie norinalede seconde espece, \/Y), 
ail sens de Weierstrass, est line fonction analytique de don I la 

y 

derivee est ^ Cette condition permet de la defmir, a une con- 
staate additive pres, comme une fonction liolomorplie de y dans 
loute region limilee par un contour simple ou est aussi une 
iooclion liolomorplie. 

Si dans ia fonction Zu on remplace u par J [y^ \/Y), on ob- 
tiendra one ionclion dey dont la derivee sera 


dlu du 
da dy ’ 


c est—a— 


dire-- - On pent done prendre pour JMjy, precisement la 

ionction ^[j fr, y'Y' )]. L’integrale elliptique de seconde espece 
est ainsi defmie par les memes elements que Fintegrale de pre- 
miere espece: qiiand le chemin d’integration change, de facon que 
J ^ Y i aiigmente de 2/103^ -p- 2/^103, E (j, sjY ) augmente evi- 
demmentde 2/2 7,1-4-2/1^7^3. Dans la region S, la fonction E(y, sjY) 
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ne serie procedant siiivantles puissances enderes de doot ies 

\ y 

srmes auront pour derivees respeclives les termes de fa serie 
( 4- i ; eiie comnieiicera par im terme en yyei ne comporlera 
iiciin ternie constant, puisque celte serie pent aussi bien s'obte- 
ir en remplacant u par da (' -L \ dans ia serie - — — u- — . . . 

^ \yy > Go 

11 i defmit 'Cit. 

On pourra poser, en general, 


J' \ y, s/'Y ) 



r dy 


n clioisissanl convenabiemenl ia conslanle d'inlegration. 


629 . Ldiitegrale elliplique normalede troisieine espece, an sens 
e Weierstrass, integrale qne Ton designe par J ( r, ^ Iq >, 

St line foiiclion analjtique de la variable et d’lm parametre qq . 
out la derivee par rapport a y est 

I v/y-/y; 
y—yi 


iL I’on y remplaceqq y' Y, iq, y/Y, respectivenient parp zq — p’u. 
u/j, — pOij, elle deviendra une fonction de u dont la derivee, 

ar rapport a u, sera - ‘ - • Une telle fonction est 

’ ‘1 — 


log 


U \ — id) 
cr z^i 


liX^iLx ; 


n pourra done prendre pour J (yq ^/Y; jq, v^Y^) I’expression que 
on obtient en remplacant a etzq par J (iq J {j\’> 

30- -i- Cette fonction, si merae les quantites 

(j, ^Y), J (yi, v/YT) soat entierement determinees, n’est de- 
nie de cette facon qu’a ua multiple pres de 27: t, a cause de la 
resence du logarithme. 

Si Ton remplace, dans I’inlegrale normale de troisieme espece, 
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2 r. 2 Jl' Jlz ) J ’ V/ Y 1 J ~ W 1 7^' W 3 ) J ' (jK 1 , 1 ) ^ ” ^ • 


630. Le liieortniie de I’ecliange du parametre el de rarsumeat 
v'exprime dans les nolations de Weierstrass par Fegalile 

J v'V : ;/r, iAO; — J (jn ; y, /Y ) 

r:. J ■: J V ) J ' O'l , V ~J'(y,\/Y)j (yi , -h ( 2 U ~h i)r. i. 

Les iIieor«'*nies d’addition pour les integrales normales des trols 
-speces sonl conteniis dans la proposition siiivanle qiie nons 
enipruatons lextuellement a M. Schwarz (Fo/^mi/ les, etc., ii'' 57). 
Si Foil pose 

Ui -f- ih = ih-> 

[mis 

.To = Di^or cri= pUi, a?2 ^ pe-l, W;i ~ pU:i. 

Vo = — p' Uo : yi=^~ jY Ui , y -2 ^ — p' 11 - 2 , Jli ^ " ,]>' Ih , 


on aura les egalites 


J — i (y-2^y-i)^-^ (^3,ys), 

J ' ' , P*1 * — J' ( ^2 : 7-2 ) = L ( 5^3 , >% ) - T- 

J . :ri, : jto, yo) -- J (^^2,72 ; ^ 0 , /o) 

T V I I I 

= J f .rs, J 3 ; ^o,yo j — log 

^ 2 2't — 


1 

2 — X 2 


\ ^'*1 ‘^'o 


\ 

.r. — / 


Chacime d’elles exprinie qiie, si Ton aUribue a cliacunc des in- 
legrales qui iigurent dans son premier membre Finie c|aelconque 
des valeurs en nombre illimite qii’elle est susceptible d’avoir, la 
somiiie obtenue est egale a Fune des valeurs en nombre illimite 
que peut avoir le second membre. 



SLT>5 T ITCTIONS BIUATIO'-NELLES. 


CHAPITRl XL 

SUBSTITUTIONS BIRATIONXELLES DE WEIERSTRASS. 
INTEGRATION DE IT EQUATION DIFFERENTIELLE 

( ^ ) = " — 4 « i ~ 6 ao z cii,, 

631. Nous rappeilerons d’abord quelqiies proprietes relatives a 
. forme du quatriemc degre 

R.(^i. z-i) =a^z\~ ^ ai^f ::;2 -h- ^a:>Zizl — a; z’u 

i Foil y fait la substitution 

, = A I Zj — f- fJL| Zo . Z2 Ao Z| Z2 « 

le devient 

AoZ]- -i- 4 Ai Z-( Zi-r- 6 AoZJ ZI 4 A.3Z1Z:] -r- A4Z^, 

Li posant 

Aq — R ( Aj , ^‘2 A 4 Ai — [Ai R) j ‘ " [-^2 
[•> Ao ~ ;Af RN -7- “2 ;ai jao Ryp, -f- [a| = Xf R,j_2 -1-2 Ai Xo Raijj.. -i- X| RX^ , 

4 A3 = Xi RfXj -r- X2 Rjj,;. A4 = R ( [Ai , JA2 ) ; 

ans ces egalites, Pd)^, Pv.).,, Rxr Pd.Ta-o d’line part et 

l '^^2 d’aotre part, designent ce que deviennent ies deUivees par- 

,, c)R c?R c)-R t)-R 6>-R , 1 

elies ^ jzj^ :> qiiand on y remplace Z2 par 

j, I2 oil par lAo. 

Designons par H(3i, ijo) liessien de la forme R(^i , Go), c’est- 
-dire la forme 

— (< 2 o «2 — af 2 (ao ^ 3 — -^2 

— f“ ( ^^0 ^4 ~i~ ^ ^1 ^^3 — ^ (^1 ^4 ^3^2 ^3}'^! 


CALCUL INTfiGKAL. 


Si ii'-, desiii'nent les invariants de la forme Pl(^i, ^i)), savoir 
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g.2 — 3 — 4 -i- ciq 

= -2 Cli a.2 «3 — «0 «2 ^4 — 1 ~ 


el si G;., G.j designent les quantiles analogues formees an mojen 
des coefficients Ao? • • •: A/, de la forme translormee, on a 


Go 




en supposanl o ” Aj p.o — Ao p.|. 
Auiis aurons besoin de Iddentite 


R<'z-, ^o j R( Ai, /.o' ^ (^z'l Pi{i -!-2^i.G2Rxp^., -f- 


144 




On y parvienl en reaiarquant cjue le premier membre, multi - 
piie par i44? n'est autre chose que le determinant 

r:. --- 2 -:;o r;,, -- r!^ xf rA 4 - 2X1 Xo r;;,,, -r- x^ r;. 


qui est ie produit par Ao:J^ -- A, :;2 de la quanlite 


' Kr Rd-. 


1 ra. 

r!2 

1 R”^., R"; 


-T- ( X 2 “-3-2 Xi ) 1 

-• 1 




R15 


1 Rap. Rli 


dans cliaqiie determinant, Ao-^i — >h '^2 se met encore cn facteur, 
et I on parvient ainsi a i’identite annoncee, qui, d’ailleurs, pour- 
rait se dediiire aiissi de Pidentite Go =: o-., o'*. 

- c3 - 


632. Xotre but est d'integrer I’equation 



oil Ru-)designe le polynome en s obtenu en remplacant dans 
R(-t! -2); -I par ^ et j:. par i ; nous ecrirons a I’occasion R('r, i) 
pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons 
que R(^) n’a pas de racines egales, et que a„ a, ne s’annulent 
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IS nulie. Nous avons vii (n'^oOS), quML existait line substitution 

neaire ^ = — — — ^ qui chanoeait - en - --V -? ou le polvnome 

^ v/R(^) -/Y ^ 

= — S'jJ' — 5‘3 est forme avec ies invariants fondamentaiix 

e la forme Pv-(:^); les coefficients a, y, o de la substitution 
neaire sont des fonctions rationnelles des coefOcients de Pt(^) 
t d'line des racines de ce polvnome. Cberclier line solution ^ de 
equation (a) qui. pour une vaieur de ii arbitrairement clioisie 
= i/o, se reduise a une vaieur donnee :;o? tandis que sa de- 
Lvee .z' se reduit a une determination donnee de ^/R(^ob 
ient done a trouver une solution r de rec|uation 



iii pour u = ii(i se reduise a la vaieur correspondant a 
andis que sa deriveey^ se reduit a jy = — V^Yo, la determination 
le y/Yo resultant de la determination de y'R(::o)? comme il a ete 
xplique au n"^ S 98 . Or, la fonction pii = p(^ir^ #’2? etant 
onstruite, on pourra determiner un nombre ('0 ^-^1 qae Ton ait 
=yoj p'^'o =yo : la fonction y — p(u — Uo -f- I’o) verifiera 
’equation (b) et satisfera aux conditions imposees : done la fonc- 
ion 

— z^qH- Vq ) — ^ 

^erifiera Pequation (a) ; pour a = i/o^ elle se reduira a tandis 
I Lie sa derivee se reduira a ^ ; e’est evidemment la seule fonction 
malytique qui satisfasse a ces diverses conditions, lesquelles dti- 
erminent les valeurs pour ii = Uq de toutes les derivees de 
3’ailleurs, yo et s’expriment rationnellement au moyen de ^07 
et de a, [ 3 , y, o. Le iheoreme d’addition de la fonction j3 
nontre, des lors, que ^ s’exprime rationnellement au moven de 
jD (^ll — Uq )j P ( ^^ 0 )? '^07 -^0 T ^07 • • • , 

3t d’une racine de R(-)^ mais, quelle qiiesoit cette racine, le re- 
mltat doit etre le meine; Pexpression finale de :r doit done, eii 
/ertu de la tiieorie des fonctions symetriques, etre rationnelle en 
p(w — ;/o)7 yy— ^^0)7 -07-0^ «o? Cli.a., ^3, ; il en est evidem- 
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sur la iiialiode cl’integration de Fequation (a) qiFil no ns reste a 
deveiopper, melhode qui metlra aussi en evidence ce fail que 
^ — s’exprinient ralionnellement an moyen 
de z, z\ vu* ^0’ ^^0^ ••• j ^-n sorte que les substituLions qui ex- 
|)riiiienl et z' en fonclion de ^^0)7 P dcs 

siibstiliilions birationnelles. 

Xoiis nous bornerons au cas oii ciq est different de o; car, dans 
Ic cas ou ^0 est mil, la substitution entiere du n® 598 fournit ai- 
scnientles substitutions birationnelles clierchees. 


po. 


633 . Avant clioisi arbitrairenient uoe determination de on 

50 - — Y — afin de ramener Tequation (a) a la forme 


V ^^0 


B.,., 

dans laqiielle Bo, B/, sont donnes paries formnles 

‘2 ^7- j — 3 CIq Cti ”1“ 77 ;5 


Bo = 


c/,, a 2 — cjj 


J >3 ^ 


lb ^ 


«o/ 77 o 

— 3 « }• -T- 6 < 2 o 77 f cii — 4775 773 H- ar j a:. 


L'equation differentielle en y est de la meme forme que I’equa- 

lion 

( iyp'^-^9p^a—'ip"a, 

que Ton a obtenue au n° 430 et ou a est une constante. 

En identiliant les deux seconds membres on obtient les trois 

equations 

Bo = — pa, B3 = p'a, B4 = 9p-a — \ip"a = 6p - a h- y.j. 

Sientre ces trois equations etla relation jo'-a — 4 
on elimine d’abord pa et p' a, on obtient pour les invariants .•"'o, b 
de !a fonction jo les valeurs B44- 3 B^, BoB^— B^— B| qui, comme 
on s^en assure aisement en reinpla^ant B,, B3, B/, par leurs expres- 
sions en tonclion de an. .... coincident avec les exnrrvcisii Arm 
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deux equations 

CCXLIII,) pa= p'rt = 

«o 

montrenl ensiiite que ia constante 
liples pres des peri odes 2 oj 5,2^3. 

De ce que la fonction (n^ 4 o 0 ) 

y=L 

•2 pii~pa 

verifie i’eqaation difFerendeile en r, il resiilte done que Inequa- 
tion (a) admeL la solution 



y/aojy u^^iaipa — ^0^3 

2ao p u -f- 2 ( ao «2 — af ; 


ou les invariants g- 2 ^ gw de p sont les invariants fondamentaux 
(GXLIII^) de R(:?). On en deduit facilement, en utilisant la for- 
mule d’addition (CIII3), la relation (^) 

(GXLnis) ^ R'7;:) = -f- 2<2i;3 -f- ^2 = pa -h p( w -i- <2 ). 

L’expression de s’obtient aisement en differentiant la seconde 


o.a‘l — 3<2,)r/t a-2 ~ a ,1 a . 

<20 v/ ^0 

aest determinee, a des mul- 


( ‘) Ainsi qu’on I’a dit an n°616, les formulas (CXLIII) permettent cle ramener 
une integrate elliptique quelconque a une integrate portant sur une fonction dou- 
biement periodique. Lorsque le cliemin d’iotegration est donne pour la variables 
(le Fintegrale elliptique, les difficultes relatives a la determination du cliemin 
correspondant pour la variable a de la fonction. doiiblement periodique, se re- 
trouvent naturellement, dans le cas general, quand on emploie la substitution 
(GXLIIIj); toutefois ces difficultes disparaissent quand tout est reel, coefficients 
et variables. D’ailleurs la methode actuelle offre cet avantage de ne pas exiger 
la resolution prealable de I’equation R(-:^) = 0 ; a la verite cette resolution de- 
vient necessaire quand on veut elfectuer les calculs numeriques, ne fut-ce que le 
calciil des periodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour I’integrale 
elliptique, sans elfectuer la resolution de Tequation du quatrieme degre, peuvent 
ctre suffisantes, et, d’un autre cote, il est bon de rejeter a la fin tons les calculs 
numeriques, de maniere a mieux se rendre compte du degre d’approximation. 
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expression (CXiLlII,) de 2 et en utilisant encore la forimile d’ad- 
dilion (GUIs)' On trouve ainsi (') 


I 

v’f/.j 


[p U — p( Zf-r « j] 


\/«o L 


r 

1 /p'u —■ p'aY~ 

Upzz. - 

4 ( — ) _ 


d'oii. en Leiiant compte de Ja formiile (CXLIlIy), 


AlXLin,) (2pii — — 2aiz — a.,). 

La troisieme expression (CXLnia) de ^ est rauonnelle en J 3 z/, 
p Us \ ao^ derivee pent done s’obtenir sous 

la meme forme. D'autre part, Pequation (CXLIII/.) montreqae pu 

s'exprime rationnellement an niojen de *^^0, • • • , et Le- 

qiiation (CXLIII:)), resolue par rapport a p' a,, montre que pUi s’ex- 

prime aussi rationnellement au mojen de o, z\ \/ao, .... Si 

done on se donne deux valeiirs concordanles ^o, z[^ de ^ on pent 


nu p esL lift oonibre entier posiLif que Ton peut supposcr etre egal a o, i , 
: ri'= 619 ). La substiliition (CXLIID donne de suite 


d; 


zdz 






Ja. 




r- 17 . 


log 


r( a - I a) 


oil c C5t une constante arbilraire; la relation 

vante 


P 


VK(^) 


— ^ dz—c- 


(CXLUL,) donne 
a) — tu. 


ensLiite la sui- 


»ii V esL une constante arbitraii'e, et qui permet d’obtonir / - 
-z.^clz 


= dz , . . 

Lcs inte- 

V/H(; 


grales dii type j —r-f— ? oii p est un entier negatif, sc ramenent d’ailleurs, par 
le cliangenient de n en a des integrales du meme type, ou p est positif, mais 


ciii R(:;) est rempiace par un autre polynome R^iz) ayant les mcmes invariants 
qoe R(;:). 

C'est par cette voie que Ton a obtenu les formules (CXLIV). 
i Les valeurs de u qui annulent . 3 ' apparaissent immediatement siir la pre- 
miere des expressions de cette fonction : elles sont congrues {inodulis awi, nwy) 

. a a a a 

a ojp ~ H- w.,, — - -T-W 3 ; en remplacant, dans Texpression de 

ii par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de Tequation H(-3) = 0 . 
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ietermiiiei, a des mullipies pres des pfhnodes, ia valeur corres- 
lOiidante p'o de u qiii verifie les expiations ( CXLin;j_,/> et les ex- 

iressions de seront ralionnelles en yc/y. < 7 , 

^ette valeur etant determinee, si Ton remplace dans les equations 
CXLni 3 _.i), a par u — Uq-\- ('y, on obtient manifestemenl, pour^. 
ine solution de Fequation (a) qui, pour U" se reduit a 
andis que sa derivee se reduit a cette solution est la seule 
onction analjtique qui satisfasse a ces conditions. 

En appliquant a p(f/ — -r- 1 llieorenie d’addilion, on 

oit que la fonction ^ ainsi obtenue sXxpriine ratioonelleinent 
ainsi que sa derivee) au moyen de p^(ii — 7 / 0 ), 

^cIq, 77i, .... On voit de inenie, en considerant successivement 
es equations (CXEIll/,) et (CXLlILj), que p(77 — 77 ^ -f- C q), 
>'(77 — 7/0 + Po) par suite, p( 77 — 77o), s’expriment 

ationnellement au moyen de Zq, a^, .... On voit 

ncore que Firrationnelle \/ao doit disparaitre des resultats qui 
le peuvent changer quand on y remplace par — \'aQ. Les 
ubstltutions qui permettent d’exprirner ^ et z' en fonction de 
)(u — 7 / 0 ), sont done des substitutions biration- 

\elleSj comme on I’avait annonce. 


634. On obtiendra les resultats finaux sous nne forme elegante, 
[lie a Weierstrass, en procedant comme il suit : 

En reprenant les notations du n® 631, faisons, dans Peqaation 
'ifferenlielle [a)^ 


lie deviendra 


X 1 Z —f" j-t I 
7,2 Zi H— [-to 


dz __ 0 dZ 

dll ( AoZ —1— [jt.2 )“ dll 


A) 




0-2 


Z3-t-6 




Fest une equation du meme type que Tequation («). On voit de 
iiite que les invariants fondamenlaux du poljnome du quatrieme 
egve qui constitue le second membre de cette equation sont les 
lemes quantites qtie pour R(^). H en resulte qu’elle ad- 

let la solution 

p , 7 _ /Aq jy 77 — ‘lQ'2Aip77-l- A iA.2 — ApArj 
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oil les invariants gn la fonction pii sont encore les inva- 
riants fondamenlaiix de la fonclion R (:?). li en resiilte anssi qiie 
la derivee de Z est donnee par la forniiile, analogue a la for- 

iiiiile i:CXLlIJ, 


D : = — i_,'a52ptt — AoZ^— 2 A,Z — A,)- 

Oi’V- 

On obtient [ine solution de I’ecfuation (a) et la valeiir cor- 
respondante de en remplacant, dans Z par la valeiir 

rpie definit Tecjuation (C), et, dans Tequation (D),Z par 

./Z 0 dz . . 

'dTt ’ troiive ainsi 

V == 2 { Ao Aj )- p — gy ^ -3- 2 Cj -3 -+- Co ), 

r«u Ton a pose 

Co = Ao :4 - 2 Ai Ao 'Ao -t- Ao II , 

Cl = — Ao jj-l 'Ao H- Ai (Aj tJLo ~ Xo tJLi ) Ao Xi Xo, 

Co =3 Ao [A I — 2 Ai Xj IX j -f- Ao X| . 

Si, dans les seconds meinbres, on reniplace Ao, A,, Ao par leurs 

valeurs 

~ 7^ (^'1 11 AJ 2 Ai Xo -h X| R{^)j 

^ “ 7^ [ [Ao R)^^2 ] , 

Ta ^ f'*'i fixi) j 

on irouve immedialement 


en sorte que I'equation (D) pent s’ecrire sous la forme 


'o’! v'Ao 


= 2 ( A, 5 - )2 P „ _ A ( r;; j - 2+2 R» ^ ^ ^ 


qui niontre, comme 1 equation (GXLIII 4 ), que jeji s’exprime ra- 


SUBSTITUTIONS BI RATIONNELLES. 


- I 


Ed ecrivanl que Fexpression cle ^ ainsi oLtenue verifie Feqiia- 


)n (a), eii se rappelant que Fon a Ao = iitlllsaDl 

fm Fidentite clii n® 631, ou Fod remplace Zi par par i, on 
3 iive de suite la relation 


i Ta ^ 2 H -H — ( ^-2 - — )- 


i y a ele mis a la place de pu. G’esl la relation dii second degre 
! et cpii doit (n° -Ml) exister entre ces deux fonctions dou- 
ement periodiques du second ordre. A'ous eii represeiiterons le 
eniier membre par 

F (^, y ) = A ^2 }-> - C 3 :. aj -2 -+- h- 7 . 

i A, B, C sont des polvnomes dii second degre en r et a, [3, y 
!S poljnomes du second degre en z] les expressions explicites 
: ces poljnomes resultent de Fequation (F). 

Les notations precedenLes permettent d’eci'ire Fequalion (d) 
us la forme 

/A„ P); 

ailleurs, en differentiant Fequation (F), on trouve de suite 
( 2 A c -f- B ) -h ( 2 ocy -h p )y' = o ; 
i en conclut, par Felimination de 

- — — H- y/Ap 7 '' 

2 A 


2tte valeur de est necessairement Fune des racines de Fequa- 
m (F), consideree comme une equation du second degre en z; 
B — /Aoj' 


iLitre racine serait 


L’expression 


2 A 

B -i-v/^y 


ne pent differer de celle qiFon aurait 


>tenue en remplacant, dans Z par la valeur que donne 


1^2 


iquation (G) ; cette derniere valeur permet d’obtenir simplement 
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de . C 1 . on suppose pu, p'u remplaces par leurs developpements 
en serie suivant les puissances ascendanles de u, que Ton stilj- 

stitue le resukat dans que Ton ordonne, enfin, suivant 

Ao Li -f~ [A 2 

les puissances ascendanles de on irouve pour les premiers 

termes _ 

"'“Ao ‘ H 


1 • 1 • ' I 0 

poor ii — 0 , z- et z' se redaisent done respecUveinenl a y-? ‘ 

Ainsi ~~ V4 , !1-L est la solution de Tequation (a) qui, pour 


2.\y 


= 0 , se rediiil a land Is |qae sa dcrivee se reduit h 






63o. Si, maintenant, dans les calctds precedents, on suppose ii 
rcmplace par ii — Uq^ en sorte que y' designent non plus j)//, 
p ii. mais bien p(z^ — Ua)^ p '{^^ — ^^o)j si I’on design e en suite 
par les valeurs auxquelles on vent que se reduisent, pour 

u= la solution ^ de Tequation (a) et sa derivee si Ton pose 
Ao = i; si I’on choisitpour y^Ay = ^/R(:^o) la determina- 
tion qiii est egale a ; si Ton designe par /'(z^ Gq), h{z^ z^^)^ cc 
que deviennent, dans I’lijpothese ou nous nous plaeons, les quau- 
tites 

qui figurent dans Tequation (F), ce qui revient a poser 
.J, \ 2ai^0^(-^ H- ^o) ■+“ -H 4 -^0^ ) 

-r 2^3 (Zq -i- -1- af,, 

(^0^2 -F y (ao<23 — aia2)-o-(-o - ) 

~ g (ciCo ct'i -f- 2ai a3 — 2 ) (;3- H- 4 ) 

I . 

“ (^1 ^4 -}- >3) H- (a^ar^ — a'l ), 
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= pill — //„) prenne la forme 

P '’0: y) (-‘’j -^0 ) “i" ‘i ^ -^0 ) ( -^ -^0 ) J' ” *> I 

enfin, on conserve les notations A^--4- B:; -f- C, a i'- -p 
ir en designer le premier membre, la fonctioii 

^ — B — v/AoJ _ — B -4- ^'op'( it—u,)) 

‘2 A “ 2 A 


ia solution de requation differentielle (a) qui, pour ii =-= 
'eduit a z^), tandls qiie sa derivee se rednit a (*). 

-^’equation (u/), en tenant compte des notations actuelles, 
litre qiie Ton a (-) 


y = p ( ll — Uq ) = 


-+- r{z, ^ 
2{z — ^0 )“ 


5t la racine de requation -j- [3 r q- Y = o qui devient 
nie pour ; Tautre racine de cette meme equation est 


Zliifo). 


pour = Zq elle se rednit a 


HUo) 


2 -i-O } j 

le voit en faisant ^ = :;o dans Tequation F (z, 3^, j/) = o 


com me 


)36. Soit /{u) une fonction analjtique imivoque qui verifie 
[nation ce sera, d’apres ce qu’on vient de voir, one fonc- 
1 doublement periodiqiie dii second ordre* II est clair, d’apres 
laljse precedente, que Ton satisfera auK equations 


F[^, ^0, p(z^ 


■.lA ' 2(s-z,r- 

SLipposant 

Z=f{u), ,3o=/(«o), - 0 =/'(“o). 

;ela quels que soieat u et II ne faut pas oublier que A, B, G 


) NoLons, en passant, les circonstances suivantes : p.p [Xo n’interviennent pas 
3 les resiiltats; z^), h{z, z^), pour s = se reduisent a R(i3y), H(5o); 
,z^,y) est symetrique en 

) Cette relation est due a Weierstrass: on en deduit immediatement I’expres- 
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Mjiil des fonciions entieres de et dc j , ou ii faul sopposer que 
est remplace pai\/Y?/o) rpar — Uq)] dans cc qiii suit, 
nous supposerons de menie que, dans a, [3, v, on a remplace j,, 
par/fjqq /(?/o)* 

La seconde racine 

^ ~ 2 A 


de Fequalion A:?- — Bj-t-C=o n’est autre clioseqiie /(A — a), 

[loisque cette derniere fonction salisfait a requation differen- 
lielle Un et. pour u— Uo^ se reduit a f{uo)j tandis que sa derivee 
se reduit a — on en concliU 

B C 


les seconds raembres sont des fonciions ralionnelles de /{uo), 

pijl ?/o}. 

De in erne 

esl line racine de Tequation en jp, aj/- |3jKn-y == 0 . Si, dans 
i egalite qui precede, on change, en designant par a, h les pules 
de /id/), ;/o en a-^b — on a 


j 3 (zz -i- zz.) — a — b) 

piiisqiie Ton a (n^ 433) 


-f'Mf(ii) -A- r[f{ Up), fill)] 


fya — b — a.p =/(wo), 


df{ a b — uP) 

du^j 


=— /'{“o); 


J3U; — «u a — b) esl done la seconde racine de requation 
?J -T- Y- Puisque, pour u = ii^, elle se reduit a — , 

on voit ( ') que Ton a ^ 


p( 2 ii — a — 6 ) = 


H[/(r01 

R[/(!0J 


En supposant ii^ = o dans les formules (i-5) du numero prece- 
dent, on obtient 1 expression rationnelle de au inoyen dejot<, 


SU BST I T U TIG NS BI U AT lONN E L LES . 


la relation aigebriqne entiere dii second degre entre/(/7') cl 
’expression ralionnelle de jd an moyen de f ( u), f ( u) ei 
)onrraen dednire Texpression ralionnelle, au moyen de /Vz/'i, 
, de loiiLe foDCtioii donblenient periodique ayant ies mennes 
des que J\u) (n^-i 3 o). 

qiiatioii ( 4 ), en y remplacant u par a -|- jointe a Peqiia- 
5 ) elle-ineme, fonrnil , an moyen des formules (CIII), diverses 
is dll tlieoreme d’addition de la fonction f{u). Le lecleni' 
•a multiplier les applications en prenant pour le polvnome dii 
ieme degre (on dii troisieme degre), R(:^) les polynomes qiii 
enneiU aiix fonctions jd, c, sn 

r. Regardant toujoiirs z^^^ comme representanl J\u): 

)5 )j pwis a el comme des variables liees par la 
Dll u — Uq — c, on c est une conslante, les relations 


du = du^}, dz — f'{ u)du. dz^i = /'(no) du^ 

issent immediatement celles-ci : 


dz dzi^ dz dzQ 

/'(iO” 7 T^' /¥(i) ” 7 ^^) 


[1(5), y''R(-:jo) designent les determinations des radicaiix qui 
2gales kf («)./'{«o)- 
a, d’ailleurs, 


F{z, Zq, pc )=-- o, 


v/R(y;) y/K (^p ) -f- r(^, Zp ) 
:> { z — Zo )- 


elations, oii pc joiie le role de constante arbitraire, peuvenl 
egardees comme des formes diflerentes de I’integrale gene- 
le V eqaaiion differentielle Euler 

dz _ dzQ 

integrale, que Ton peat aiissi regarder comme obteniie par 
lination de entre les equations transcendanles 


z = /{uq c), ^0 — /(no), 

igebrique. 
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CHAPITRE XII. 


EOLATIO.NS AU.V dERIVEES RARTIELLER. 


638 . Si Ton consiclere en general nne fonclion /(.:r, , .2*0, 
des variables Xn qu’on piiisse regarder comme Jiomo- 

gene et de degre v quand on regarde ccs variables comme elant 
respectlvement des degres a,, a^, c’est-a-dire pour la- 

quelle on ait, quel que soil X, 

{ a < fixi, X-i, . . . , Xn) = Aa.’.r2, . . . , l^nXn), 

on aura, par ime generalisation aisee d’un tlieoremc classique, 

h , v/= ^ +. . 

Les expressions de g.,, 0-3, C], rja, an mojen de co,, Wjj, 

raontrent que, si Ton regarde co^, cl> 3 comme du j'U'emier degre, les 
quantiles enumerees sont homogenes avec les degres res])eclifs 
— 4, — 6 , — 1 2, — r , — 2, . . . ; elles conserveront ce meme ca- 
ractere, comme aiissi leurs degres respectifs, si, au lieu de les re- 
garder comme des fonctions de co,, CO3 on les regarde comme des 
ionctioos de .ga? pourvu que Ton regarde ces dernieres va- 
riables comme ayant les degres — 4? — 6; e’est ce que nous 
ferons dans la suite. Dans ces memes conditions, si I’on regarde 
la variable u comme etant dii premier degre, les fonctions 

.^3), ^3), 

sont homogenes (<) et des degres respectifs i, — i,— 2,0, i,o, ... . 


( } Bails les fonctions ^(p), la variable doit ctre res’ardee oomrne 


fiQUATIO>'S AUX BliRIveES PARTIELLES. 


les trois premieres fonclions, par exemple, les ecjuations 
-1,2,3) appartiennent an type (a); ii en resulte qii’elles veri- 
des equations aux derivees partielles (Z>) que nous nousdis' 
)ns d’ecrire. 

nous considerons deux fonctions cp et <b des seules qaantit(*s 
•3, qui soient lioniogenes et du degre o, ces fonclions ne dd- 
ent ail fond que d’une seule variable, et, par consequent, 
quelconque d’entre elles pent etre regardee comme une fonc- 
de Tautre. Tel sera le cas pour deux qnelconques des fonc- 
Aq /d, T, ^1(0)5 K.', .... La derivee de cp, regardee 

ae fonction de A, sera evidemment donnee par les forniules 

do do f)<l do d'h 

d^h ~~ ' dg^y ~~ dg^ * dgi 


9 . Nous allons inontrer, d’apres Weierstrass (’), que la fonc- 
gw) verifie une autre equation aux derivees par- 
s que cclle qui resulte de riiomogeneite. Dans ce qui suit, 
abreger I’ecriture, nous ecrirons 3*, v, jd, ja', ... au lieu de 

<(«;<?:!, ^ 3 ), —jir—' ••• e>- 

nuerons d’employer les accents pour designer les derivees par 
art a a. 


1 egalanl les derivees pardelles, par rapport a ^>3 des deux 
l)res de requatlon ja'- = 4 p’^ — g'l P — ^'3? on trouve de suite 
dations 




d C ^,|3 

da dg 2 
d dp 


= (r.ip'^ — go) 


'^P' T- T “ = (lap-- 
t dg-j 




^P 


-P = ^P 


rr AP 




I = 2p 




ournissent aisenient les suivantes 


1) r 1 (jp '1 1 p 

d 

1. ijLl 

Lp' p'-’ 

da 

,p' 


^marquant ensuite que la derivee — de ^ peut s ecrire 


)lacons, sont du degrc 0. De lueiiie, les fonctions snfi, cna, dna, ou la 
lie ne designc pas le meme u qui figure dans pM, mais bien cette derniere 
de a divisee par de,— * e.,. 
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J 6 ii: , ou Ton peat remi^lacer par sa valeur tiree de la 

•> p'^ p'- P ^ 

derniere des equations precedentes, on voit que Ton pout cciire 

les trois egalites 

j_ = = [1 iiLl, 

j/2 UU [p' ’ p'- “ da Lj)' df., J 

£i = _£--^ri-i£-] — - — [ll- 

p'2 6 da Lp' 6 da [p' | 


Si done on considerc line expression quelconquo de la I'orme 

ou/(p) est tin poljnoine en p, on voit, en siipposant 

P 

eiFectuee la division de f{p) par 4p^ ~ — g't) et en se rappe- 

lant que les puissances entieres et positives de p sonL des fonc- 
tions iineaires de p et de ses derivees par rapport a u (n^ -ill), 
que -^/fp) peut se mettre sous forme d’lme expression lineaire 

, ,r J / I c)p \ c) r I Pi) 1 

,-n p. p , p', . . . et en , expression qu. 

s'inlegrera imniediatement. Nous appliqiierons cette remarque a 

la derivee de en mettant cette derivee sous la forme 

P- P 

/(p) suivaut la methode precedente, on troiive 

p" x , .^''2 r M ^ r * ^p 1 o ^ r • i 

'M jy "■ ‘ 2 ()u LpJ dix Lp' Jii |_J? I ’ 

d'ois. eii observant que, apres rintegration, les deux membres 
doivent etre des fonctions iinpaires de en sorte quo I’integra- 
fion ndntrodiiit pas de constaiitC; on deduit, apres avoir mulliplie 

par p', 

II. e.2 idi il> . 


P == - )P C-r- H- 


■ dg% dg. 


On integrera tine seconde fbis, en appliqiiant an terme p'i^ du se- 
cond membre la regie d’integration par parties, ou plutot on sc 
servant de I’identite 

(P?y = P'l P?' = P'? - p’- = p'? - p" - ^ , 


ft Ton trouvera, apres des reductions immediates, 


dC 
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I'a pas fall Ogorer cle constanle pour la meme raison cpie Lout 
leiire. En integrant encore une fois, on obtient 


y.-) , A’ 2 o 

p _ _ j;- a- . 


... ^ log' 


■iSi 


r) 1 02 


= - I- ~ U-- 
‘1 o 


I do £ 


sence de constanle resultant cette fois cle ce cjue dans les 
s: membres, developpes suivant les puissances de u, il ne doit 
j avoir de lerme independant de u. Finalement, a cause de ia 

i[qxi — j3 -I- C- = ”5 on arrive a Tequation aux derivees par- 
es 


b) T-r“- 

^ da- j 

elait noire objet principal. 


do* d o^ 

f 2 ^ - 

(Jff 3 “ '1,-2 


40 . Ea remplacant, dans cette equation, d par drj,{p — e^) 
I'ormera une equation aux derivees partielles que verifiera 
Lvoir 


rii) 


d^CToc 


do*. 




- 12^-3 


do*. 






12 / 


ir y parvenir, on calcii 


lera d’abord ia derivee seconde, par rap- 


t a u, de o'a = \/p “ troiivera de suite 

S/p-^a- - -a- p__^^ [4 (p — cia)- 2 p — J 


a besoin de calculer aussi cc que devient, pai^la substitution 
= a'a(p — la quantile 12 "’a cette quan- 

multiplide par — • Caj est egale a 


, din 




f- 

Si — «a)L3 ^ 


ags 


iP] 

^Sil 


-ea) [3'’^ <)Sii 


•fuauLite 


2(P- 

1 o- J- 1 2 fi'i — figure dans [’equation (1)5 ellc est 


So 
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egale a | p" Hr “ y ^ relations 


Oe^ __ gg 


St deduisent aisement de lequalion 4e'i — — ,A’:i — cl im 

calcul facile donne (') 



•> O 0 
0 








3 



on n’a plus qu’a substitiier, dans le premier nicmbrc de rec[aa- 
tion (XCII) dll niunero precedent, prealablcment innlli{)lie par 
^/p — Crj,, les quantites 

v/p “ gl "T" v/p (‘y.^ 

par leurs valeurs; le resiiltat, si Ton remplace d'^ par ‘Ca^a? dc^vient 
line fonction lineaire de --—y eocf/icleiU 

dU- 0g-.> 

de diniinue de ^ zP-, se presente immikliatemcnt coirime line 
fonction doiiblement periodiqiie de u; celle-ci, si on !a decom- 
pose en elements simples, se rediiit a la constante on est ainsi 
parvenu a Tequation annoncee. 

Observons, en passant, qiie Ton deduit aisement des rela- 
tions (CXLVi) les suivantes 


(CXLVo) 


i 0(/t'^) 

\ ^g-2 


r)(k-^) 

^03 


/•- ) ( 1 — ‘ 2 A- )([-h A- ) 


i 2 /»: 2 /r' 2 (>i~ e;i)~ 

/cV_/, 24 _ I 


i() (i 


((‘i 


• ^ '.3 . )j 


2/g^/c'Hei-~eg)^ 


^ g-2 I 


641. A I equation aux derivees partielles ^ X,CII) quo nous ve- 
nons d obtenir pour la fonction d{^u.. \ ^' 2 , adjoignons I'equa- 
tion du type (6) 




^g'l 


(H On voitdans tons ces calciils se presenter naturcllcment roperation 
2 ^ r) () 

Halplien a donne. dans <?nn Tl'ni-fo rloc^ XT r> t : ^ ^ x.//,* y* . r 
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8f 

iii resulte de I’homog'eneitej et resolvons ces deux equations par 
apport a j ; nons obtenons ainsi les relations ('CXLMb). 

i’eqiiatioii aiix derivees partielles (XCIII) obteniie an numero 
recedent pour la fonction g^^) et Tequalion dii t\pe 

b) que verifie cette nieme fonction, toute pareille a ceiie que 
tons venons d’ecrire pour o', foiirnissent de meme les relations 
CXLVL)* De meme aussi, en adjoignant a cliacune des equa- 
ions (i), (2), requation aux derivees partielles dn type [b) rela- 
ive soit a la fonction p, soit a la fonction nous aiirons deux 
p'oupes d’equations du premier degre d’ou Ton poiirra tirer les 
lerivees par rapport a g>,^ des fonctions le lecteur troii- 

/era leurs expressions dans le Tableau de formiiles (CXLYIa./). 


642 . Les expressions (GXLVI;i_7) de 
se deduisent aisement des formules (CXLV[« 


(Jg-i ' dgz ’ ’ 

2). Les fornuiles 


^CXLVIg-o), qui sont dues a M. Hermite (‘), en sont une con- 
sequence immediate; il ne faut pas oublier toutefois, en etablis- 
sant ces formules, que si Ton designe par u rargument des fonc- 
tions i, celui des fonctions sn, cn, dn esl ii^e^ — 4^3 et depend 
done de ^'o et de g‘i. 


643 . II est aise de deduire des formules (CXL\T3_4) les expres- 
sions des derivees de '/la rapport a g^^ 5*3 • Si, en effet, dans 
p' u et dans on remplace u par une fonction de g2^ gz: les de- 
rivees partielles par rapport a gi des fonctions ainsi obtenues 
seront evid eminent 


P" 


du 

dg2 


() ()p 

du dg-i ’ 


,, du d 




du d^ 





dll dt 


ou-^, • ■ • ) -rX conservent le meme sens que dans les equa- 

dg.2 dg-i 

lions precedentes. En supposant u — en tenant compte des 
equations (CXLVI3-.O et de ce que p, p\ p\ p'^', ^ se reduisent 

respectivement alors k o, via, on trouve sans peine 


calcll integral. 


les relations [ ‘ ) 


: CXLV3 I 


3 '^ff 5 r = 9 »- 3 «a- 




64 gj' 


^ - g'l (^^2 "^a •— “ , 


~ ^ gi'^iOLi () 




tJ 2 


- 18 J 


6ii. On volt que 


JQL'! 'iai 


consideres soil commc des ibncUons 


aeZsob co.n.des fonctions de vc-rifient un s.stdmc d’e- 
qualions difiTerentielles (ordinaires) lineaires el liomogeiics du 
premier ordre. Chacune de ces quantiles verifie done one equa- 
tion difTm-enlielle (ordinaire) lineaire el homogdne du second 


r- , De ces relations et de la fornrule (XIIl,) on lire aisement Ics suivantes 


o, r - _ 

02 M : — 

^ f)g-^ 


2 w; 


3 ?. Q 


^ dg-, 




Jui permetlent, dans le cas oi. g, et g, sont reels, et suivanl, (|iic (j csL poMlil 
on negatif. de reconnaitre, en supposant g, fixe et g, variable, dans <|Liel sen^ 
rarienl les nombres r^els et positifs dont les derivees par rajiiiort a g, fisurenl 
duns les premiers membres, el, par suite, dc quelle faeon vane Ir rectangle des 
periodes. , 

(j > 0; CO,, ont le meme sens qu’aii 11“ 590 . Lc rapport 011 -- 5 lorsqiie 


• ' . croil de o^^gl a -H x, diminue de -h x a i, on croiL de 0 a 1, suivanL cjiic est. 
positif ou nega'tif. Les valeurs limites se deduisent des expressions de x, x' an 
moven de en remarquant que, d'unc part, g. etant iin pen plus grand qu«‘ 
3v^ e, est voisin de e, ou de */. est voisin de o ou dc ^ suivanl que I’on a 
^ > 0, et, d'aulre part, que, g^ etant voisi^dc -t-x, les racines c^^ e.j,, e, sont re.s- 

pectivement voisines de cn sorle que ic est voisin dc^- l‘our 


rr, =; 0, on a 0)3 — JOJj. 

0)3 - - 0), 

2“ g<o: Wp 03,. ont le meme sens qu’au n® 5 G 5 . Le rapport 

ibiziZ, lorsqiie g. croit de — x a gl^ croit de i a -h x, ou dccroit dc 1 a o, 
X z — x' 

suivanl que I on a ^3^0. Pour ce qui est des valeurs limites, on Ics ohiicndra 
en se reportant au n® 565 et aux formules (CXX 4 ), cn remarquant, d’unc part, 
que g‘. etant voisin de — x, la racine reelle 62 est petite, tandis que le cocnicienl 
de i est grand et positif dans grand et negatif dans e.^ en sorte qnc x est 

voisin de et, d’autre part, que, ^2 etant un peu plus petit qne 0 vVb 
llcient de i est petit dans e^ et dans € 3 , en sorle que le coefficient de i dans v. csl 
tres grand et negatif ou positif suivant que Ton a ^3^0. Le rapport considere 

est egal a v '3 ou a — j pour ^2 = 0, suivant que ^3 est positif ou negatif, commc 
1/3 
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rclre. Le caractere cle ces equations et la propriele de leurs coef- 
cients d’etre des fonctions alg'ebriques de ^2, 5-3, ne sont pas al- 
eres si, d’line part, on change de variable independante, la noii- 
elle variable etant lice algebriquement a et si, d’autre 

^rt, on miiltiplie soit soil par ime fonction algebriqne 
ie multipliant ainsi cOaT^ia par des fonctions algebriqiies 

lomogcnes de q^d soient respectivement des degres ~ i, 1 , 

;t en prenant pour variable independante une fonction algebriqne 
lomogene x de g^, g:i qui soit de degre o, on voit que les fonc- 
ions A, B de degre o, qui reinplacent toa, '/ja, verifieront un svs- 
,enie d’equations differentielles lineaires (ordinaires) du premier 
Drdre de la forme 


dx 

^ - PAM- OB, 


dw 

dx 


RA 4- SB, 


DU P, Q, R, S sont des fonctions algebriques de la seule variable 
comme le montre immedialement la consideration de rhomoare- 
neile. Cbacune de ces fonctions A, B verifiera une equation dif- 
ferentlcllc lineaire (ordinaire) dii second ordre. 

Les renseigneinenls qui precedent et la remai'qiie quo I’on a 
faite an n" 638 siiffisent ])Our former les equations decette nature. 
Pour X ^ /r*“, A = K , B ~ E, on obtient ainsi les relations lineaires 

(CXLV/,) ; des relations analogues pour deduisenl 


par le cliangcinent de /r- en Id-. On retrouve de cette facon Pe- 
q nation du second ordre (CXLV5) que verifient K et K', equation 
qui a joue lui role capital dans le Ghapitre VII, et, d’autre part, 
requation (GXLV.;) que verifie E; celle que verifie s’en dediiil 
aisement. Si Ton pose 


o-a 



1 „L 

A = 2=^ ()i-C0a, B 


_l i_ 


r 



(/--o'": 


on obtient de rnmne les relations (CXLYc^t) • Tequation que ve- 
rifie A est due a M. Bruns. 


645 . Les equations (XCII) du 11^ 640 permettent evidemment 
d’obtenir les derivees des quantites ^25 5*3 par rapport a , toa, et 
Ton pourra ensuite rempiacer les sjstemes d’equations ou figurent 
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Oli fi^Turent les derivees par rapport a co,, to.^ Pour Ics fonc- 
tions liomogenes et de degre o, on pourra introdmre, au lieu des 

deux variables co,, 0J3, la variable unique t :::= et 1 on prevoil 

ainsi le lien des equations (XCIT), (XCIIT) que venfient les fooc- 
tioiis Ja? avec requation 


XCIH) 


^ __ . 




— O 


dll n° 166 que verifient les quatre functions S’. 

646. L'equation aux derivees partielles obteniie pour la fonc~ 
lion Grjouitde proprietes importantes (^) sur lesquelles nous nc 
nous arreterons pas. Nous nous contenterons d’indiquer I’usage 
commode qu’on en peut faire pour obtenir les cocfneients du de- 
veloppement en serie entiere de la fonction d 
Comme dUi\ est line fonction (transcendante) entiere 

de z/, ^ 2 ; ^3 son developpeinent est de la forme 

oil a. 3, y sont des entiers positifs ou mils ; les coefficients ont 

des valeurs purement numeriques qui dependent de ccs entiers. 
De ce qoe la fonction d[u] go, g^) est liomogtme et de degre i , on 
deduit, en liii appliquant la formule que les trois indices a, 
i, Y meme coefOcient Ca,p,Y sont necessairemcnt lies par la 
relation — 47 . — i — o; il en resulte que, si Ton met 

le deveioppement cherche sous la forme 

V = » 

Z/2V+1 

V 7 : — 71 ’ 

v = o 

et si, pour la commodite des calculs iilterieurs, on met Av qui est 
line fonction entiere de go^ g.^ sous la forme 



oil cim^fi est on coefficient purement nuinerique, m et n sont des 
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;ntiers posilifs ou iiuls qol verifient la condition 27 ??. -f- 3/? = v. 
^’equation (3) fournit crailleurs imniMiatement, pour le calciil 
les poljnomes Av, la relation 


Av : 




0-- ^ 


( V -- I) (o V — i) 


r-2 Av- 


[Lii, sachant que Ton a (1X^) Aq = i , A, 0 , permet de calculer 
isement ces polynomes; cn y faisant 

He prend la forme nn pen plus simple 


A, = K -w ,6^»- ^ ^ 

(9.77 dy 3 

n pent aussi se servir de la relation 


-+- 0 a„L-+-l, n—{ "i- l()(/? -f- l)a„i-'2,n^i 

— i(2/7l -T- 3/i — l) (4/?i -i- 6/2 — 


[Lii cn esL nne consequence immediate. On retroiive ainsi les 
lombres qiii figurent an Tableau (XCII), nombres deja obte- 
lus (’ ) au n‘^ 407 par un precede moins rapide. 

L’equation anx derlvees parlielles (XGIII) permet de m 6 me 
i’obtenir les coefficients du developpement de 11 convient 

ontefois de Tccnre autrement en j faisant figurer la derivee par- 
ielle^^* Dans I’equation envisagee les derivees partielles sont 

-1 • T> 

)rises en regardant o'a comme une fonction de ^ 2 , ^’ 3 ; si 1 on 
egarde cjq^ comine nne fonction de ^ 2 , ^ 3 ? devra tenir 

;ompte de ce que eaest lui-meme une fonction de 


lira, en design ant par 



les derivees partielles 


le o'a, prises dans cette nouvelle Iijpothese, 



(A Lrouvera dans les Forniules, elc., de iVI. Schwarz les coefficients 
our toutes les valeurs de n telles que I on ait 2/72+37i£i7, les quantiles 

•«r « 1 1 . • - „ rune nntntsnns- fiffaies 
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En reraplacant dans requatlon (XGIII) et cn se rappelant quc 
la quantite I + I'lg-i estegale a | — g'-,), on ironvc 

Fequation 

'S' - '5 = ^ (S') - (S) “I (S) h" ^ ^ 

esl Line serie enliere en a dont les coefficients soiit dcs poly- 
nomes en ^‘ 3 , ea penvent elre ramenes a ne conlcnliw^x 
qii'an second degre, an niojen de reqiialion 4 (^'1 — - - n, 

en sorte que Ton pent poser 


^ ( Av'-r Bv erj, 4- Gv ^ 3 


✓/(V) fyH 


* ni^n ® 2 ® 3 

( '1 771 4- 3 /i = 




(‘>.771 -|~ 3 71 -- v), 

— % /.IV) ,//// „.V 

^ fn , /f 3 3 

{‘ 17)1 “l~ 3 71 rr: V 4- •> ) ; 


^m,n soiit dcs coefficIcnts pLireiiient rmineriqncs 
comme il resnlte de Phomogeneite. On Irouve sans peine, an nioyeo 
de i'eqiiation precedente, les relations 


A v = I a ^3 

Bv 12^3 

Cv = 12^3 


c)Av_i 

_L_ ^ 0-2 


— - ^oB 

, _4_ ^ o- r 


(v — 


3^.2 

Og^ 

3^- 

^63 ^v— 1 


(i 

C^Bv— 1 

2 ^ 

dBv-i 

43 

.A. A o. c 
' 12^- 

'V-I Av-1 


— I ) ( •_>. V 

6 

t)Gv_i 

-i_ ? 2 

L^Cv— 1 

-4- ‘‘i B . 

( V I ) ( ^ '^ 

— 

- r 


‘ 3^2 

43 

-T- J I>V— 1 

(*) 


,42 '•3v~.2- 

;achant que J 

i’on a 

(XIt), 




= 4 

Bo = c 

>. Go = o; 

Ai = o, 


r.. — 1 . 




,^4Bv-2. 


(4 (>, 


permeitent aisement le calciil des poljnomes Av, Bv, Cv 
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tableau des formules. 


XCI. 

Developpemenu de pu e! de 


P ^2 U 


I C-> 


C.-, -i- 

0 5 ^ . 


//•■J/' 1 . 


- ~ 92 ~:':' ^ ^3 = ~ , c, - 

2^7 

Cr3 q 

p, *2 q 

O tj ■ I ^ •< O' I O' 

**’• 3.53.13. r; ■irTs'.Ti .TsTi; ’ 

C 3 = ^-.3 

•/•_h.I 5.,9 u«.7.i.r3.i9’ 

Cio = 


2 ’'. >. 7 . I I ’ 


® 2 O'" 0-2 o '2 

o ^ ‘■* 0 a' ^ 2 <S ;{ 

— 389^ 1 j 

**• 3 . 5 ^ 1 1 . 13.17 


'7 

I- I ' •."■a.A'i! 


Cl, = 


'/■-SiLir 


7-'9-'>.5 ■■'•’. 5 . 7 Cm. 13.17.7,, .,,3’ 


*”. 3 ^ 3 X 3 X 77 - ! 

5 .«. , 0. 7 V., 

' ' ^ 3 [«2 C,._2 + C3 c,._i, -i- c.,, C3,_,, + . , 

■I t ... f j)(){jp n 


XCII. 

^eeeloppement de 


en serie. 


« - A, _ A, , 

- A r • ^^3 — r -!- 


<)2 


^4 




WJ ^ / /I /TA -- 




(. - I H- (j'TT^ i 


— - 2 ..2 ^c> 1 

3 de, 3 h X „ 



tableau I)ES FORMULES 


(suite). 


11 posaiU 


Cr^a = 


ft 3 = y , 


Av _ (v — ,) ( 2 V - 1 ) 

<Jy 3 


- {m + I) H- ,G(„ _u I) 

~ J (•>.TOH- 3 «_,j (4 


m -f- () ji __ 




^ A., = - c^' , , A, = _ 2 .2 

4 ’’ 

A, - -- A,; - I A- = ^ .2 . 


'■^'0,0™ I, : 


. , _ 32 , 

•'• ■’Ji ''2,1 — .)-. i<)| |«,i,a = 3 . (07, «,,5 

— ■■!•>. 3 . ■!3 |, [■flj. „ _ 33 


I 'I'.V,! 


■>-•’. 3 . 9 . 3 ], 

0= .v>.7.93.37, = 22.35.3.33]. 


" ■*■••'■'•^.0807, = ‘.>.^. 3 . 5 A 3 i], 


[«M - 35.3 ,: 3 . 5 o 3 , 25 . 3 -A, 3 .: 37 . , 07 , = 23.3.3-2,3,5. 


XCIJl. 

Dwcioppcinenl de Cal'- en serie. 


V --n 00 

‘ x'l -- V (A,,-i- 


V - 0 




;]• ,,.2 '>-oc 

Off- 




'^0—1, A 


J O, 


A.2 = ^A A.3=^, A ,= - il , 

Ao := _ 3 =. . 86 , 

,j, ,. -j 7 IX, 


li,-— — I, B., 


^ ", Bj 


Bi 


_ 3 .i 34?-3 






M) -■- O, Cl rr: (), Q., 3^ 


~ :^ f ^ "+■ ■ .^^6 

3.74- 


C3-0, c ,==. 
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XCIII (suite). 


</Av_, 

•>, ^ 

dAv-i 

(v^ 

t)(- 2 V — 

A) .„A, 

= i ■> -^'■3 

(Jy.2 

“ 2 
J 

di'-i 


6 



^ 0. 2 

dB,_, 

(v- 

r)(2v — 


Oy .2 

0 & 2 
J 

^,“■3 


G 

0 2 2 


■_l ) 

dCv_. 

_ iliz. 

l) (2V — 



3 " 



G 

^ 2 '^v— 2 


2 Bv-.) H- — ^§'.2 Gv — 1 Av- 1 , 


r P ^ ,,, . d-'^(v\z) I i’ I Z) 

Le> qiiatre lonctions ."J verifient 1 equation — = 4'^ • 






XCIV. 

Developpemerit de «o) serie. 

, :^(ii~Uq) ^ i r u- li.'i 1 

-1. , If. ! =z L = - ao -i- -f- -j -h a,-} — -h . . . - I- a„, — -h . . . • 

:riia'Uo u I 2 1 3 1 ' n! J 

ai=o. '^2==~pih, c(:i = — p'uQ, ai = --3p^Uo-h~p.>, — '^■P ihp' i^o, 

2 r, = -- — ^ 2 P^^o- 4 - ~ ^ 3 , a 7 = — 3 p 2 if . Qp ' ff ^^ — 3 ^^»-o 

~a/,_4 . .4- 


7 

•.?. C2 


— (/2. — 2)! ' (/I — 4)! 


2C,^ 


in~- 2 r)l 


oil i on a rl - et ou co, c.^, . . ., c,> sont donnes par le Tableau (XCl ). 


xcv. 

Dtfi'eloppenient en series des solutions y de ^equation dijjih'entiel le 

et, en supposant a b c ~ o, 
r = i~ ( Ai,i ) ^ A'li) ^ 4 - - 




sont ,les solutions de I’equaiion differenuelle, si I’on prend pour les coefli- 
cients A les valeurs qui suivent. 



TABLEAU DES FORMULES. 
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XCV (suite). 


- -ia, A'(,‘' = 6; 

= a 3 . 1.0.2, A', 21 = -.r-.-xtb, A'„2i = h'- 

( 2 ) _ 2'^ . 3 - . 5 A.[^ '> = 2^ . 3 . 5 . 7 

(^3) — 2.7. 1'lab- -h 2 ^. 3 “. 7a2c, z= -- i-.Z. 1 1 abc: 

= 2" . 3 - . 5 . 7 a'% A'3^^ = 2^ . 3 ^ . 5 . 7 6, 

=z 2^ . 3 - .7.23 a- Z>2 -f- 2*'^ . 3 ''' ,ja’^ c, 

(j-O = 9 J. 5 .ii ab^ -\- 2 ^.^^. 5 -a-bcy Z)^^~ 2 ^. 3 -.I 7 «Z)-c^ 2 ^ 3^.7 rr-o- 

(.5) = 2* . 3 '' . 5 - . 7 > =: 2” . 3 '^ . 5 - . 7 . r I 6, 

(j 3 ) == 2^ . 3-3 ^ 5 , -7 , 1 1 2 <^3 -!- 2’^ . 3 ^ . 5 . 7 . 1 1 a* c, 

^2^ 5 = 2> . 3 . :> . I [ . 227 a- ^^ -’- 2*^ . 3 ^ . 5 . 1 1 . 1 3 6c, 

3 ^ 3 ’ = 2 . r I - . G i ab'<' 4- 2'^ . 3 ^ . 1 1 . i Scj a- b'^ c -i- 2® . 3 ^ . 7 . 1 1- c- . 

.jj 5 ) = 6" H- 2^ . 3 . 46 1 <^b^ c -T- 2'' . 3 ^ . 3o7 a- be - ; 

3g6) =: 2^*^ . 3 *’ . 5 ‘^ . 7 . 1 1 a^\ = 2 ^. 3 ^ . 5 ‘^. 7 . 1 1 . i 3 a^b, 

3 , 6 ) = 2^ . 3 ^ . 5 . 7 . 1 1 . 1 3 c -h 2" . 32 . 5 . 7 . r 1 . 1 3 . 43 a'' 6-, 

3^6 ) — 2^ . 3 ^ . 5 . 1 1 . [ 3 . 5 3 a'-^ be -•- 2*^ . 3 - . 5 . 1 1 . 1 3 . 479 a^b^y 
(6 ) — 2^ . 3 .7'^ . i r . r 3 6- c -r- 2" . 3^-7 . 1 1 . 1 3 . 1 7 c- -r- 2 -^. 3 . 7. 1 1 . 1 3 . 63 1 ct-b\ 

3 /'* = 2^. 3 -. 5 . 7. i 3 . Cy-] a-b^ c -f- 2®. 3 ^. 5 . 7.13. io 3 a^ 6 c- -h 2-.”).7.i3.73«6'>, 
3^6) 2- . 3 . icf.‘i^ab'*c -f- ‘i'*- . 3 ^. I 9 . 499 <^'^"^‘^ 26. 3 ^. 7. i i-a^c^. 

^in+i) „ (2/- — I)2m AS/i\ -h {‘ir ~~ if-b A'"^ -i- (2/’ -+- 2) (2/'-^ 3 )c 

(/• — o, r, . . . , /I -t- i >: 

Ai"^ =: o pour r < o et pour /' > n. 


r = ?„.(«)■ 


11 

y= snz^. 

jK cn w. 

dnu. 

I 

3 fia 

«a— <?p)(ect— «•,') 

(fia— ep)(eot— ey) 

3 Ca 

I 

Cv — <2a 

3 Ca 

cp—Ca 

k'^ 

-I- A '2 

I 

— 4-2 

24 - 2 -- l 

i^A-2 

— I 

2 - A*2 

A2 ^ ~ i 
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CALCUL INTEGRAL. 


XCVJ. 


laleiij's pour u — o des derivees de sn ?/,, cn //., diw/. 

5n'(0j=rr, -sn'"(o) 1 Su(''^(o ) I H- 

( 0) ~ I j /d -f- i 3 i) /c* -f- 

fo ) = I -r- -h /d, 

( 0 ) = f -f- iioGgX'-H- i65826/-^- 4- i()5(S‘x()/:<i h- i io()()/ « -i- / lo^ 
sn (0 ; I 4 - 99642 Jd + 4494351 Id 4 - 1 3 r 80268 Id 




>11 ( 0 ! = I — S96S03A'- -f- 1 i()A94fi73 /r’^ -f- 8346cS" I rij/i-f' 

-1- 834C87I79/.'8 h- i i 6294673 X-‘') -h 896808 4'2 h. / i/,, 

cii^oi = - I, cn«'')(o) = (_ ,)v[, + aJ'> 4'2 -h , Asv--| 

.Jn'foj = - A-^ cln«v)(o; = (_ .)v[A,71, A'l +a;; 1,A< A'/' A-^v-l 

A<'i = .; A'.= * = 4; A<») = 44, A'/) ; 

-M‘' = 4 o 8, A<A' = 9,2, AV*):=64- 

Ai^.' = 3688, Ay> = 30768, A</) = , 5808, ’a<») :,9(i ; 

A.,« _ 331.2, A'/) = 870640, A'«) = , 538560, A'«i= 2.59328, A<«)J,02^ 
A.- - 298932, A<^)= W945056, Xrn ^ ,„6g,,3oo8^ ,^,7, ^ C500S896, 
At"' = 4180992, A</' = 409O. 


sn(a, k)=: 




r -+- Id 


'.«i — ea)- 3 (^‘’-'^■- + 1). 


.^Tii 




(g] — yi 


O" 0-2 

z= ^ :{ 


:-(H-A-2)(,>.-A2)(,-,,A2), 


(«i — ea)' lG(ei — 63 )* 

• ^ £ (■ - AU-'^) 3 4 3 

'' J ,/ — I 


16C. 


2XCVIL 

Devisees de pu en fonction liniaire des puissances de 

f 

ApC*)(ji)=p3„ 


JiU. 




2.5’ 


= pa „_£3 


P U 4 ^ 


TABLEAU CES FORMULES. 
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XCVII ( 


_L plv ■■■)(;, ')=;= p5« - - p.-i,, _ 


( U } — p'' ll - 


I I 4'-. 

p u -r- ■-■ ;; ' 


]) '*• a p3 II 4- J jU. . p2 [ 


,]) - 




p c- 0 ( „ ) == p7 „ __ ^ jp „ _ g ^ 2|1^< p j , 


V.-. 7 . 1 J '.i r> / 2‘\3.5-.7. 1 1 . [■> ’ 


■ ( u ) = p^"* p^ 


■7 




I ^ A^'2 a*-.} 

•>- . 3 . 7.11 


]'•’ “ -i- ( -:,''1'‘ ., p ’.','4 , ) p2 It 

' •2-.7P I,] \).K^.:yi .\J ) '’ 


. .) . j- . 7 . 1 1 


,]^ IC -T- 


2 ^. ■) . )'\ I 3 2 '*-. 5 . 7 -. I [ . I ■) 


XGVIII. 


Les fieri vccs d’ortlrc pair des solutions y dc requation differentielie 
= ay’^' 4- by - H- c s’expriment par la formule 

'S'r -^ • ■ ■ -!- A' ' - 

I les coefficients A'/''. .. ., A$f ' sont donnes par ic Tableau (XGV). 

^«o("') = 3ea^^o(»)-*- 

~ 3 6a?oa ( ^^ ) + ®a ?ua( > 

!0= 3ea?py(;/.) H- A {&'(— e'x)X^y{u), 
o(«) — (454 — 3^2) ?ao(20 -i- < 5 o«a ?*o(") -!- ^ 4 ?«(“)’ 
j(h.) = (.'[5 e| — 3,i,>'2);oa('0 + i 3(8e^ + ^ 3 ) ?;ja(M) -i" | 2 )"?o:t(*^^)- 

y(«)= (45ti — 3^2)?3y(«) + 6 oea( 0 y— «a)?py(!«j -i- 24 (>y— 


9-4 


OALGUL INTEGRAL. 


xcvni (sititk). 

su" i(. = — (i 4 - /i-) sn u -h X - sir* u, 
cn" u — (2/*- — r) oil « — 2/ “ on* ir. 
clii"zi (2 — X-) cln u — ; 

sn*' z/ (I X.'^) sn?^ — 2oX--(i -\~ X-) sn'’-// 24X''* sn-* /f, 

cn — ( I — I G X - -h I C X'' ) on u -i- 20 A - ( 1 — •> X - ) c ir‘ u ! - •> \ X- • c ii-* u , 
(In*' = (iG— iGX--t- X^) dii 7 i -i- 2o(X-- — 2) dii-' if \- dii'*?/. 


IC. 


M j 


12 ) 
i '] ) 

'i) 


2 IJL f O( - 2V (•)•; 

— ■ 

^ i{nu) = (— du 1 ^' ’ llliO'Zr'Jiiv} 

(a, VI 

/2 ^ t — I ) 'G-2' 

([j., V) 

l[J.,V) 

I'J 

2^ = r-z (). 

(|x,v) 

( u ~ o, I j 2, . . . , — I ; V “ o, 1,2,,.., /I — I ) : 


01 5- ( 2 « ) = 2 ' , 

G'cOi COo CO;} 

t j 2 ? ( 2 ;0 = tj' — (oj) + C ( « — ) -I- S O' — ), 

I :) 4p('2«) = pu-r-p(ll — U),)-hp(u — tuC -I- ,1>(" — W:l)- 


c. 


^ : u — C(u~-a) -h-^a = ;oa('2)^ao(«)?ao(M -i-a) 

, ^ ^ 1 iy.u — Z.J,u-^a)-ht.xa ~ (ea— ep)«op(«)[?Ya(“)?ya("H-«) — ;ro(")J 

I ?“ — rx(M-r-a)-l-!:(f = ?ao(a) CM(“)?(ia('« + fl), 

I ■=" = f<iy(a)^5;i,(M)f..p((t-i-rt). 

i -+-«) = tpo(a) ?ro('C — ;ao(«) lyo (" - 1 - «), 

, j (e,s — fia.) ;ox(,«) ^ra(B -+- a) = — f ao(«) ^fJa(« -f- «), 

V -i-(e^ i^ay (g^) ^a[ 3 ”+~ ^)* 



TABLEAU DES FORMULES. 


CL 


( ^/ ) -f- Z ( a ) — u a ) — k- sn a s n a sn ( z/ ~ a) 

/t" sn Cl c;p f( 

“dnTr' -h ^ 0 ] "" “ [dna — dnz 4 da(;^ -- a)]: 

( s n cn f/, (1 n ( u - h a ) — dn a sn ( u -h a) — cn a sn u, 

cnr/ cn ii dn(// ~h a) = dn^^ dn^/ cn(ii ~ a) -h /c'^ sna sn^^ 

j (Iwa cn u sn ( ii - h a ) — sn a d n ( h- a ) -f- sn u cn(ic-\- a), 

( / - cn a cn ii cn ( a -f- ci) — d n ci d n z/ dn H- a ) - - k '- ; 


/ . / N , „ sn (« 4 - d) r 

- Id- s n a sn a sn -f- a) = Id- ^ [ c n (ii 4 - a j — cn a cn u ] 


sn (ii 4- Cl) 


[d n (it 4- d) — d n a d n iij , 


ClK ii 4- a) 

sn ( ii 4 - d) cn ci d n u = dn {ii. 4- a) sn u -4 cn {u 4- a) sn « , 
cn ( ii -4 a) cn a d n u = dn (ii -4 a) cn u d 11 ci — A*' - sn (ii 4- d) sna. 
(1 n (ii 4- a) cn ct sn u = sn (ii 4- a) dn ii — sn a cn ii. 


CTL 


] ^ ^ 4K'-i:j,v(o) K-^ 1 — 2^ 4- 2i7‘J4-.. . 


1 4 - Id 




J Kv/ 64— Ca 

I 4- k'- r,3 




^ iis!\/ei — e-i 

EK' 4 ~E'K — KK' = 


E' 


Id sn‘-ii = Z'(o) — 'ku’iii'), Z'(K) = Z'(o) — A-, 


E 

dn- ii <Aii == 77 ii H- Z ( ii), 
K 


U(«)= f 

' '0 

r” Id sna cn a dn a si 

TI(ii, a)=: / 7-5 7 r 

^ ^ / [ — A’-sn-asn- 


A- sn a cna dn a sn- ii , 1, 6 (x — a) 

da = iiZ(a) 4- - loi;- : ; 

^ 2 '’e(a 4 -ii) 

am u= dn u clu. co am u = am ( K — a ), 

«-'o 

sin am ii = sn zi, cos am zi = cn u, A am u — d n zz, 
i m {n K) = 71 — j am (zi 4 - 2 11 Iv) = am zi 4- zz 'tt, am ( — u) = am u , 


Cn (scitk). 


6 u 2 K ^ / u 


f = z (o) •>. />•- 7,- <s /•" ( /•-■ -I - I ) 

/ f/. \ " ^ I ■> ! :) ! 


E==E(K)= C (\i\-{uJ.')(Ju. 

*-h) 

r'"' 

E'=E(K')= j dnHu. A')d(f, 


n( K, a j = KZ ( a) = K E a) — a 1^] : 


n a) = eJ 0 


E(z/.}=: 


E (^0 dll. 7 if «' 0 ( ) 


1 / N I? / \ '1 ^ ^ 

1 ( a) = Ili( a ) - — loii’ 


Formules d'aclditloa de tu cl vu. 


? ( ± a) — ? « ip — 


t j) i(. ip ]) ((. 
•>. j) u, — pa 


p(it it a) — p u — 


r d r,|//r rr: j>'rr 


•-> da. I pu — j ) a 


i t(ff‘^^f)^Z{ff~ff)-~'dCUrTZ - 

’ ' pu~~p(( 

I Uu~ a) — t^(u — a) — 2 ^ = jlliL 


(P ff 

p If. — p a ’ 


i p ( « + a ) - p ( « - « ) - a ,p », = , 

; (Pff — ,P<^ 0 “ 

I p(u-t-a) — p(u — a) = — j’ . 

(pu — pa)'^’ 


I I P _ [p(^^ -t- <2) — p a I [p a — p<'/ I .-1- p" ( 

12 pzt — pa w 7 f ^ 


= [ -P ^ ] [ P Cl — ,] ) u ] H- i p" a _ 


p{u ± a) = jP P <^) {‘^ .P upa — V ^2 ) — ,;>•;{ zp p^ a. p' a 
2 {pu~pay^ 


p{u±a)~h 


p. 4 -pa=:ir^^p:-]^ 

4 I P u — p a J 



(. 3 ) 


(«) 


( 7 ) 


(«) 


p(i/ - i- «)p(« — « ,l 


cm (sum:). 

/ S': 

( p u p a H- ^ 


-^■sCP'i-T-pa) 


pi 2 // ) =- ~ ■>.pit -+ 


I p-^u 


(pu- 


,p«)- 

+ 2^3pli 


(d) 


( lo) 


p(« -i~ /J) 
pa 
,!>* 

pa p' u 
pa p'a 
,P ^ P' ^ 
p'a 


4 P - 
p'(a -+- h) 
p'a 
P'^ 


P 


= o, 


‘>.a'{a — d)cj(ii — a) :^{u — b) ^{u a-^h) ^ 

a h li ’ 


■ p'b 


p'b — p'e _ p'c — p'a ^ 
pb—pc pc — pa’ 

pap'b — pbp'a , 

pa — pb ' 


p a — p b 

j-) b j)' c — p c jV b __ pep’ a — pap’c 
pb~—pc “ pc — pa 

[ a -r b o, modd. 2cx)i, 2003]. 


= (4p^P^pc — ^3)(p« + p^-^pc); 


j ^ JO b JO c -1- JO c JO a^papb-p^^" 

I [a ±: 6 ih c ^ 0, modd. 2 0)1, 20)3]. 

; ( \papb pc — ^■s)(pa -ppb-\-pc) 
pbpc -n-pc pa-ppapb 


(T) 


4 

rf{a-\-b-\-c)C( a -h b — c) c^(a — b c) :f(— a ^ b 
~~~ a b c 

: — (pb — pcy- [p« -p(i H-c)][p«— pC^- — c)] 

- - (pc — p<*)2[pA-p(c H-a)][p6-p(c — a)] 

: — (p« — p6)2[pc — p(o + 6)J[,pc— p(a — 6)]; 

p'n-p'b , p’c — p'd 


-c) 


(ra) 


pa — pb 
p'a — p'c 
pa — pc 


p'ja ^b)—p'{c-hd) 
p{a+ bj'—p(c-i-d) 
p'(a 4- c)—p'(b + d )_ 
p{a-hc)—p{b-i-d) ’ 


I p£«o p Uo ■ 

I pu, p'u, . 
1 p(f„ p'a,, . 

T. et SI. - IV. 


P‘' 


P c- 

pc — pd 

. P'b — P'd 
■ pb — pd 

= ( — i)'^ i'- a! ... 72 ! 

. Ui-h,..~h u,i) 

(a,p) 

5 £, P = 0 , I, 2 , ..., 7 i: a> 3 )- 
7 


-^Kwo) 

pU-l)(l4j) 

p(«-i^(w«) 




CIV. 


„ ■, (/5 = o, I, -j, '/==o, [,a «-i 

^ a 




‘(nil), 
f^u) ’ 


(_[)«-! 

1 . 2 .) 


p j) a ... p^/i“-i 

p" u, p'" a ... 

••• ((f ) 


V = v 


/, = V y=rv 

i 3 ) 'I’.2 v+i(!«)= (av-T-i) JQ (,PK — ,P^»o,-/) jPf ; 

r/=:l /»=! ^/ = -V 

I p=V—l q~y—l 

I 'F.2.,(2«) = ivp'it JJ [pii - p(0J3 -h a,,,o)] J][ — .P"(i,r/ ) 

' ,,= l q-A 

q=V—\ /^ = V — 1 ^/.™V — 1 

X JJ|[ [jX^ — n n ipff — Pifp.q) 


* i.j 


q-^i 


r2(zi) = /i2 (p/£ — pCtp^q), 


//=I r/r=-(v-l) 

p, r/ = o, I, •>,,.. ., // — i,\ 


<6 } 


P.q 

p{nu) — pa rrr 


cxccptc P — (f 

'\’ „^,(ii')^v„-,(ii ) 




^i(ll) = — p'u. 


'P:,' II ] = 3 pi It — - U — 'ygsp It — 2J. 

2 l() 


^ ^ I P — P (p l^ — P fp - P fp U — p ^ 


-,lll) = - p'«r2p«II--^V2P''«- ‘Os»-3p3« -p^lp2u.-^ 1 p„, 

L o " •■>. j‘>, 

= 8 p' It (p « - p j (^p u - p (^p a - p „ _ p 

P it - p [t:, + j ^p u-p (^<0, + 
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cv. 

La foiiction Is(t^) est unc detcriiiinalioa dc logsin-t^ holomorpbe dans 
lout. Ic plan de la variable p, ou Ton a pratique une coupure, ie long de 
I axe des quantiles reelles, de — cc a o et de i a -r- to. Elle est deterniinee 
|)ar les inegalites siiivantes, ou I’on suppose v — a hi^ atlh reels, n en- 
tier et on les logarithiues doivent etre remplaces par ieiir determination 
j) riuci[)al(?. 


PAKTIK SUPliaiEUaE DU plan; Z? > 0 . 


\n—\ 


-I 


Is (e ) = log sin -n: p — *>. n t: /, 


4 n — f 


ls(p) = log cb-6 — (‘III — [It:/. 


DOUD SUPERIEUa DE LA GOUl’URE : b " 0 . 


/I < a < a n. -i- i , 


j 1 s ( e ) — log si n t: a — a n ~ , 


a 71 f < a < a n -f- a., 

Is ( p) = log 1 sin:: | — ( ••>. i » r /. 


PARTIK INFERIEURE DU PLAN; b < 0 . 


n — I 


I n -h > 
'2 


Is ( i’ ) = log sin tu V 2 II T. i\ 


4 n — 1 


ls(p ) = log cIi 7:6 -i- ('in — i)”/. 


INFERIEUR DE LA COUPURK J b — 0 . 


1 n - ' ( t • -C 1 n ' ; - I , 

Is ( p ) log si n ti a -i- i inzi. 


2/1 -T- I < ct <2/1-7- 2, 

Is( e) = log I sin- « I -4- (a// n -/. 


Dans les rorinulcs suivantes, v etaiU mis sous la forme p = a-l-^T, ou a. 
B sont reels, on suppose |p|< t pour les den^ premieres formuies (2 i, 
[ 3 1 < ■> pour les deux dernieres formulcs ( 2 ) et pour les formules (3 ). 


1 -a. ) 


lo 


lo 


lo< 


gS, (c j =: log ^ 2r;(o)+ ls(> ) -h 2) 


r=l 

r—» 


— ( 2 sin/'T:p )2 


;^r, (v) = Iog2r2(o; ■+• Is (— * 

r = i 

/• = 00 

;S3(P) = l0gS,(0) + 2 (-■) %.(. 5 ^ O 


7—1 

r— * 


\Q 


g 3 ' 4 (t 0 = iOg^.v(o) d- ^ - 




— (2 sinr-p ' 



JOU 


CALCUL JiMfiGHAL. 


CV (suite). 


lojsii (aKi-' .i = 2 log& 3 (o)-Hls((;)— V (2 sin /-Tri.' 

Jmd ;•(! -\- (f ^ ’ 

1 

r — x> 

.3) j log cn ( 2 Kr) ^ ls(p + I) - ^ {~^rr I 

I r—x) 

I log dn(2Ko;= -2 ).,].: 


I .^ll(') I ^2;- ^ 

T~ cT-;^ 7 C 0 t::p=: > — I — — sinar-prr > - 

4 ” ^i{ {’; 4 ^ ^ I 


SIM 2 7rr 


r- = l 

r= e. 


I 2<72.V COS^Ttt^ (1-^ ’ 
.V =’1 J 


SIM 2 TCr’ 


I .J , ( tM I ^ Q-f' 

5^-^TtangTrp= > (-i)'’ ; -' -sin a /-to .-zV- 

7^ "y— = y I-I/'— sin'2/-r:(^ = V si'>''-7(’ 

^ ^ . 9=1 J 

C,. / , '^ = “ 

I ^ 4 (t’) _ (r . < 7 --^- 1 sin ‘>. 77 P 


Tz c:"/ ; = X — ^ sm 2 /* 77 P = > 7 

4 “^ 4 U’j jU\ — q^^r jLi 

r = l 


COS 2 77 1’ -4- y 2.9-2 


Sirestmissouslaforme4: = . 2 Ka + a<K'j3, ou a a {i so.u reels el si 
1 on suppose I (3 |< i, on a 


Z (Kj') = ^ V — ^ — sin 7 'T.x — 


/’ = 00 sz=.(x> 


( 6 ) 


/r 2 


5 rr( 2 . 9 -lj 

/• = ! , 9=1 


277 

T 


y 

Ad I~ 2 <'/ 2 .s -1 c 


Sin 77 .r 


‘ * COSTCO -f- (^''*•'>■-“2 ’ 


- 7 ^K=sn 2 ( 2 K^)=y _:ii_ 

4 JA I — ^/2/’ 


Sin 2 /-TT X. 



TABLEAU DES FORMULES. 


CVI. 

Si It esl mis sous ia lorine u— ‘ia -t- -2 ^0)3, ou a, [j soni reels, et si 
Von suppose | P |< [ pour les deux premieres formulesde chaque groupe, 
I M < I pour les deux autres, on a 0 ’ 

I log cj'ii =: Jog 4 - -h log sin -4 "V ^ / 9 sin ^ 


20J1 ^ — 2 a> 


H-logCOS ^-4 y 

2Wi jLi ^ ^ r{{~ ^2/’ 

r — 1 


(2 sin , 


log 02 It : 


log 0^3 U 


^ i- V r_rV -1 

2Wi ^ r{\-~ 

r-z\ 

/ 

2 Wi ^ /'( 1 — r/ 2 r ) \ 


/ — TTT ^ Sin , 

(r — ) \ 20)1 / 


q' / . rT.ity 

- — , — 2 sin 


, . r.Lt 

q-is sin — 


^ u COL = — > — _ sin = — 7 , 

oJi 2 CO I 2C0i o)i jLd. I — q'^f' o)i coi jU me 

/'=:! s-\ I — 2^2^c0S 'r- 


'fillt T. 'll It 2TC V' 


i'=eo <72^ Sin — 

. rr, a 2-^ ^ toi 

__ sin = — > 

tOi COi Jmd T.lt , 

^ ^^^1 14 - 2 cos 4 ^-' 


Y „ 1 ^ ^ yr . rr.a 27:^71 

Cl It 4 cot = — > ( — i)' — i — — sin = — > 

tOi 2C0i 2C0i 0)i Jmd I — ^2r 

r=^ s=i 

f' ~ 00 S ~ <30 

y 2t: ^ qf' . ?'T.U 11 Z ^ 

a — y / — , \/ — J — ^ gjj-j _ — y 

COi COi ,^md I — COi 0)i Jmi 

rrzl 5 = 1 H -2 5 ' 2 J?- 1 c 

/•-^cc 5==0 sin — 

^ -niU 2TU ^ qr . rTUi 2-^ ^ CO] 

— ~ — y — / — ^ sill _ — y 

coi toi ^ I — q-f coi 0)1 T.u 


q^s-i sin — 
^ 0)1 


i_ cosec- 


coi \2c01 


j) ( 4 “ coi) — — — -f" ( ) sec 2 _ 

^ COi V 20 )i/ 20)1 COJ 


I H- 2 0 2^-1 COS — 
^ to 

sin — 

0)1 

_ 4 -^i 5 
1 



72^-1 COS b 

i 9— 2 

0)1 


/• = 00 


"2 ^ rq-*' 

rr.Li 

J Zi \ — q-3'- 

7 ' = 1 

0)1 

r—ao 


V . 

riz 

(JQS 

li 

1 

0)1 


'ni 2 71^ ^ ^ rq>' rr.it 

^ 2 (_ ,). COB , 

r=l 

Y)i 2 7 c 2 ?'q^ rr.i 

p ( w 4- CO3) = 5- X. oT. 

^ ^ 0 )i COrj I — q-^ 0 )i 


vii aTc^'v' rqr ___ rr.u ^ 



evil 


Dans les formules suivantes relatives aux S', on n’a ocrit qu’unc fornuile 
sur quatre, les aulres se deduisant de celle-Ia par Faddition de i soil a r. 
Suit a cv, soil a chacune de ces variables. D’ailleurs on deduit aussi alse- 
menl les quatre formules relatives aux S des quatre formules relatives 
aijx s que Ton a ecrites. Le symbole Sl(a) veut dire partie reelle de a. 









! i' a-' I 


i [cotTrr-cotTrm] V ^ ^ 

^ I — 2 (7-'' cos 2 -i~ c/ 




.5|.i.ii,(gr )_ a Y’ r2«-i i/2 

h'-rjp,<r} ^ 

o„x,p,,r, 
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evil (suite). 

(*>.) {suite']. 


Pi ( pv(j) ~ ^2d \ ‘^2d “l — y'ln'^n^^ 




i p'/ E^P-v i'V') _ 

’ p-2(<^-Jp3(j) .r -H.r-‘ 


-h 2 


^/ 2 /i — 1 y.-- 2 nH-l - 1^— 2 


)l=.i 


q-n-i 



// = CO 

.^ ) ( o ) S';) ( V -{- tr ) 1 __ ^ < 7 -'^~^sin 7:[(2 7 ?. - -i)('+ 2 «’]-i-^+^~ 2 sin(‘ 2 ;i — i izr 

it: /iSinTCt’” ^ 7-4- 2^2/i-l C0S2-W -I- 

//:=:1 


(3). 

v/r^T< I i< 


Pi (i)piCrr) 

•> V t 


y-i — i)ffq - X‘'^-\y 

P 11 (•*')?:> O') 

1 

, , 72 / 1-1 

27 = 1 

p'l ( I ) Pi (ry) __ 

n = CO 

0 V 

//— y 

- 2/l .+.ly—l 

Jl = ao n— — 

P'.(»P/.(r) 

•Z 

« = l 

l-y-^.q-2n-i 

^Zi i-yy«-‘ 

n cx l 


n = co 

n — ^ 

n = x> fi—\ 

■ p'l ( ' ) P 2 {-V) _ 



y-l -^2/2-Ij,- 

p3(^) P4(r) 

■24 

« = 1 

j — y—’2 qin-l 

n = 1 


72—00 

rt—rf 

7 / =: oe /z — -I- 

p'l (>)p 2 (^y) _ 

oV 


q “ 


22 = 1 


1 -y- y^-q^fi-^ 

n-l 






a 



- _1 3/i— - 

S;',(o)2r,(PH-(p) "■^" a'‘ sin-;:r(9-n— i)p+<H h-< 7 ^ sin t:[(271 - i)i> — tf] 

l-2r3(p)&3((.p) H-2 5r2«-‘COS2TT«--^<7i"-2 
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CXLCUL IXTiGRAL. 


evil (suite). 
( 4 ). 


p j (l .) p3(:n') 

2 

n = t 


? 3 (>j?i(r) 

1 

1 


■ 7 'i|'i)? 3 C^JE) 

2 

71 = X> 

--0 V 2 

77 = 

_j_ 9 ' 

^y~ 2 g 277 ' ^ 

/? : 

?ii^)? 2 ir) 

~ y-^r~' 

;? = 1 


2 

7/ = M 

^oy t 

T 

CM 

1 

1 

?:i*^')?i(y) 

~ y^r^' 

^ 2 d 

71 = 1 


?'i(i')?i(^r) 

__ 2 

7 / = M 

- 2 ? 

77 . = 

— y-^q‘ 2 fi ~ 2 

pi(cc)pi{y) 

~ y-y-' 


Jmd I H- K- Q-'‘ ’ 




f 0 j 2^3 ( p ~ iv) 
.i'zS'.si p) 2 ri((t^) ”4 


- , ' . + V I— \'\nr,n ^ <4 — ?°"s iii (an v — «■)- 

4sinMy" I — a COS 2 tp " ji - f- y 


- A (V) < A (^) < A (7 j ; _ 0) < a < a (l^ . 

2r;ro)2r,(p-„.) ,, 

7 - 2 ruP) 2 r,(cp) “ 4 <•' - h- cot «. ^) = 2^ 2^ g,-2«« sin ,, ^ ^ 


0 )<a( 5 )<a( 5 ); -a(;)<a(?)<a(|). 

/ ^ / ;/z = x /irrx 

w> ( o I w 3 ( c-' - 4 - CP ) I 

4 ^^i(p)^ 7 ri^ 4 sinPTT ~ 2 d 2 d ^~ smr ,[ 2mw -4- { 2/1 — i)i’ |. 


fn = l 71 = 1 

(7). 


! 7 ) <^^{i)<^{j}; - A ; < 2 a (10 < A (I 


^sf j S's (" w ) ~~ jU ^ 


( 2 ;«— 1 H 2 ff — 1 ) 

- sin 7 :[ 2 m — r) w 4- (2/^ — i)(’ j- 



TABLEAU DES FORMULES. 


lOD 


CVIII. 


Dans les formulos suivantes, on n'a ecrit qu’une formule sur deux, le? 
formulcs non ccritcs sc deduisant des formules ecrites en ajoutant ;|- a la 
Yai*ial)le v. 


(0. 


I .■:7' (ol.'Ji (i’j r XT’ / X 7"'^' • V* / ^ rz-'^sina-e 

— — - sin2/i7tc= > (— I'O 

/.TT 0 ) 3-2 (t -0 4 ^ 


/, 7 r .-rr.loj.'JoO'O 4 




iq-'^ C0S2~P-H 7 '" 


I 3 \(q) 3 /,((^) [__V 


47 : 32 (o) 3 ;i(t-’) 4 


I 'V' , 7 " ITT , 

7 - ' >" , 7 ;;^ cos'2/i-c> (-1 )" 


72 /;-! cos 2 7:^^’ -T- 7' 


[ -~ 2 7 - ^ C O S 2 TT ( ’ 4 - 7 ^ 


(2). 


I 3 ', ( 0 ) 33 ( 0 ) 1 


4 ?: 33 (o) 3 i(o) 4 si 1 » 710 


^ — ^/2«-i 'V' , . (i-7-7-'M7"sin7:r 

^lH- 72 /i-i ^ ^ • I — •>. 7 -'* cos 2770-4- 7'" 


_L = V , Y-^ ■ 

, 1 r. Sr,(o) 2 r»((.') ^ t-i -<7 




. 1 . 


. ^ , (f — q-’^-^)q “ sin-( 


( 31 . 


I 3 'i(o) 3 .v(o) 1 


4 t: 3 /,(o) 3 i ( 0 ) 4 811177 0 

I 3 ;(o) 3 i(o) 


n—l 

1 


x:i 72^-1 V 

- y — i — ^ — -sin( 2 /i — 1 ) 770 = 


(r -- 72^0 7'' sin 77 (' 


72" cos 2 77 0 -H 7^ 


Itt 2 r.;(o)S,,.(p) — q 

n ~ 1 




([^ 72 «-ij 7 “sin 77 0 


I c2^q'in—\. cos 2 77 0 -r- q''''^~'~ 


Les seconds meiiibresde la premiere de chacune des egalitcs (GVIIli,2,3) 
convergent pour — dl < Jl SL (^-\ \ les seconds membres des 


|< 2 illU <^( 


dernieres egalites(GVini, 2 , 3 ) conyergent pour — iR. | 

Les derniers membres de toutes les egalites tGVIIli, 2 , 3 ) convergent quel 
que soil v. 



U’l H’ 


CIX. 


Dans ce Tableau on n’a ecrit qu’iine formule sur deux; les formulcs 
ffoe Ton iba pas ecritos se deduiseiU de celles que I’on a ccriTcs cn ajou- 
taiU 1 a la variable r. 


(i). 

HrD 0 i 

: e 

I! = X 

— sin ( 9.71 — H- sin ‘i/i TlV 
1 — cos run <7 '"^ 

« = 1 

il= cc 

g' 2 n-i sin( 2 /i — 2 jTTO — sin( 2 ;/ — i) 7 re 

r — ‘2 COSTCO 

/? = t 

q w *-+-// _j_ qU'-i-zn 

1 — q-f^ cos 2-0 ^ q'^ '^ ’ 


tl z= tc 

= sin-o^ (— i)'^ 




^ ^ sin (2 fi — i) 7:0 


„ m = r> n — Q 


m — i //z =0 


— = 2 ^^-')'''] -^_2j ^ ^ ■ 2 .'' (,r5"' -i-a-2 

n = 0 


■Im , 


I - 7 - 2 ^-'^-^ COS 2-0 H- y Wi -2 

(2). 


.j Z- :^£HM 4510 - 7:0 


iv: - ® Z "S' 


^ 7 Z 6 r‘-« ~ ^ 

I — COS 2 7:0 4 - q’*^‘ 


•I-- 


“ I 4 - cos 2 7:0 4 - q'^n—'l 


Les formules (ClXj) concernant sent convergentes pour 


- A 


:a{J 


; A 


^1 ( Q) . ( Q ) 


vergeiUes pour — (j ) < 


Ij ); celles concernant ^r— et ' sont con- 
\'/ ^ 3 (^) S- 4 (oj 


G)<*(i)' 



cx 



( 6 ) 



CX (suitk) 


/I ~ » 





TABLEAU DES FORMULES. 


I OQ 


CXI (suite). 


0.3 ,^1 p(');/. p"^ 

1 j ! ■ 5 ii! 7 “7,1 ^ 22 . 3.52 "yr ^ - 

*3i g*; ^ ') ■ 3 1 A' a '\ p1“ _ '•>7/’1j?'3 

2 -. 5 ^. 1 3 


: . n ) : 


3-3i.yr \P'“ '<)7.gl^3 ^ f 7,ir2,i'7 , 

•2^.72.13/3! 2 -'*. 3 . 5 . 7 .ii '“■"U.S.7.,, ■ ■iKS.-,.nj 


,l«v) , 


IL?- 3'2,j?-3 U 3. I 3 ^5 p‘'"'ll 32.13 .!.’■•> , 2 ;'; 


3-47oi 32.53 ,i?'s \ 32 . 181 ^- 1^^3 p'u 

A". 5-. 1 3 2 ^. 72 . 13 / 5! ‘ 2 ^. 5-. 7. 1 1 31 


32.223^,^1 \ ^ 


3 S 3 ,i':>,i '3 


2«.i 3.I7 ' o.-.j . 7 . 1 1 . i3. 17 / * ■ V 2 . 5. II. 17 ‘ 2 ^ 7 . 11 . 13 . 17 / 

p(XMlJ ^ p(XIII, ^ , 3 . T7,.^'-2.4»-;> P^'"' 

2 . '■ 


'9- 


2 I :j 1 

(«i '7 O'S 


i3! 


2^.3.') ri: 


9- 


^ 7.^1 \ 1 37 ,.^. 1,^3 p’u 

\2^.3.5“.i3 ' 2'^7.I3/ 7 ! ‘ 2'^3.7.u 51 

3 1 . 1 4 53 3.1 587 r \ j./ u 


2^. 3 . 5 '’^. I 3 . 17 ' 2^.72.11.13.17/ 3 ! 

/ 32.51,^1 ^3 2.5g-i \ / i3:'>7^ijr5 '3.17^3 '• 

(2^.7.11.13.19 7.13.19/ "^(2^-7.11.13.19 ' olO. 1 I . I (j/ 


jp//) 


]^in) 


.1' p (2/^-3) II _|_ 1 p(2/i~5} . 

72;^ — l)! ( 2/1 — 3 ) I 

R(«) 

_:_ p(2«-2r-3),,_H. • • p' U- - // 

( 2 a — 2 /• — I ) ! '^ 31 

ou 

__ ( o. n -- 2 r) {211 ■— 2 /--hi) 




-r- 77 -=^ — B/i- 

4 ( 2 /^ -i- I ) ' - " 2( ■> /t 1 I 


2 n ( 2 /n- I ) 

/• — O 5 1 , 2 , ...,// -T- i) ; — o pour /• •< o et pour /* >• n. 




CXII. 

(u- 


J (pzt — 

log __ + p't^.Ji, 

° cT ( -h r ) 

__ 1 ™ i -4- p) == A'oO>/^-h A^iO)jj_,_ 

ip (u — p) — Tp (//: -f- == A[)i^zi -f- A\^Ui -h Af 2 ^U 2 H- Ay ^ J 3 , 

1 p'( — p ) -i- -J- p'(z^ H- u ) = A M -T- A'j-U 1 -r- A?) Jo Ay ^ J 3 -T- Ay • J ; . 

1 p («) (^ii — {,1 j — . 1 . pu9 ( — ii — p) = ii -I- Ay^'*'^^ Ji -r- Ay'*'^ Jo 

A'y +1 U 3 + Atf +1 ^ Ji -f- . . . ™ A^/l+i ) J . 


CXII (suite). 

(i) [suite]. 


./■■■ 


A',"’ 





‘ + 2 


dll ^ ‘ ” ■ 

pu — pv 

(P « 

— pt')- 


(,P^^ 

— pP)'‘+2 


, 

r 


B;/'> 



Rk'^o ] 


— p ll 

_('p It — p j- 


u~pi-y‘ 


(p tt 


A,( 

= p>-. 



= ip'H’- 



= !p'r, 

A.,’ 

= — jj 1'. A,' = 


r 

= — I P'‘'P" 


A(n 

z= -p'-'U', 

A.r 

= P>7 A4> = 


A^'z 

= Ip'-t^-i-a 

4p'- 

p p p, 



A;r' = 

6p"pp'n.-, 

Af2) . 

= 3p'‘f, 




A:4 

= -p"A-. A(U = 

— 7P''A-, 

Ai^^z 




p ,} ) p. 

A 

= — 1 jp'p(]/'-l^ -r 

- 3p’-l’p 1'), 


zz — 3op'A’ p 

P, 


— — I '2 p'-^ P , 


-n-viAv^i; 

A-/-‘ = — 21 2'y~- II Bv" 2— r:2vpr (r — 2v)j/(; (i— v)j/^p Bi^,; 

' V = o. I . // -4- 3 , ; Bv^' =: o pour v < 2 et pour v ]> /i -4- 2. 


(2). 

j„. f 

J (p 

= i,P "a= jel-y = (ey. — e^)(eo^- Cy), 

— ? (" — “a) = «ea -r Ji, 

p' ( « — Mx) = 2^i Aj»>-M2e5t — 6( A<,» )2J.i, 

p"'{it — 10 ^) = -iiue-j, A'l'')-:- 72(24 -i- A\«>) A',»)Ji 

+ 36o ej ( Aij» > )2 J 2 -+- 1 20 ( A'l^ > jS , 1 , . 


:?! V-- cst une quelconque des solutions de I’equation pv - — on 

/ HlILzJ ,i„ - 3 y C du 

• V 4 J 


'Lu ao — 


v-p'p — iog'j'(zi — r) — ‘Xll'C^V |. 



CXIIT. 


Si y est solutioii de I'eqiiatioii difrerentielle ( ) — ax''*- ~ //r- ~ r- . 


a, en posaiU J,, — j 




( n ) ! - B',"! -. . . -- B/:, J , 


^/■ 2 n~ 1 ( yl \ rjl n -2 ( yl \ 


o(/i } y'l ’ . 0 ■/.- f . c ,.,. 

■ —fir ^ • 


I oi?' le Tableau place a la fin <le> formule> (XGV). 


l>‘j> '< = — b, B\- = — ‘i . 5 b, B V-^ = 3- Z?- — ‘ 2 - . 3 ac, By* = — '> y b, 

Bi;^^ = 7.37 b~ — 'll- . 3- . 7 ac, By^ ■ == — 3- . 5 - b'^ -r >' . 3‘' . 5 abc\ 

By'* ^ — — 'X-. 3 . 7 />, B 3 -G 7 «c -T- 2 . 3 . 7 47 b-. 

}p; '. ) — — 4.3 >29 b^-^ 'i’*-.3’^.:j()abc, By^^ = — ab- c — 2 G 3 -. 5 . 7 ^/- c-- 4 - 3-. >-. 7 - Id: 

= Bi'^“ ^ ’ — (' •>. ii — i)-b Bi.'lq ^ ( ' 2 71 — — 3) ( 2 77 — ! I ac 13^/17- , 

( r = 0 , 1 , 2 , . . . , 77 ) : — i , B^'^^ = o pour r < o et pour r > //. 


3 ^ 1 ): 


; _ ^ ) = — 9,2 , 5 |3'^2) — ,yji 1,2 — 2*'^ . 3 -ac. Sy*^ = — 2^. 7 />. 

^ = 2'* . 7- — 2^^ .3.7 ac, = — 2® . 3 - b'-^ -i- 2" . 3 . 1 3 abc, 

pu ) :^ — 2'y 3, 5 b, = 2* . 3 . 7 . 1 3 — 2G 33 . 7 ac, 

3 ,y ) _ 2S . 5 . 4 I ^3 2d / 3 'Kj. I i abc, = 2^^. 3 - b'^ ~ . 3 -Kij ab- c -7- 2" .33 , 7 - a- c- : 

^ — 3 n-b pl'iy ^ ^ — 2 7i ( 2 77 — I )- ( 2 77 — 2 ) ac | 3 J/i 7 - ' , 

( /• = o, I, 2, . . ., // i; — r, — o pour 7- < o et pour t’ > //. 


pu) — — 9 c , = 2 ^ be, 3'3J z=z — 2 ~ .3- b- c 2 '^ . 3 . 5‘- ac-, 

= 2*3, 3-2 l,2(> _|_ 2’*, 3 . 52 (^^2 • 
p(/i) — _ 4 p(«-i) — 977(277 — 1 )2 {'in — i) ac 


( 2 ). 


f ^ao ( li) da :=:log[ ( 'O - M U , f ll„(u)da = -e-^u-l(aK 

f 'oa(«)^“ ^ 


sje^—e^s/ey,— e^. 


Iog[v/ea — v/^a— 


r ( 

/ ^02 ^ 


u ) dii = — 


CaiU-d Lrj^u 


(^a—e^) {Crj^—Csr) 


I ^v.3(77.)7f^7 =: log [^^f (^7 ) -j- y/g^ — ^ v ^ 0 ^ (^O] ? 


T^y 77 ^^7 

e.. 7^3 



CXIV. 


I l.%‘ !I xlii ^ I ':Bx(u)du ' / 

‘'a— «3j ea — efij 

I « I II) du - •;— ! |yc((it ), 

» ^'a 

/ ^du = — J- log?ya( ^0’ 

/ ;ao ’ J ; 3 .:> ' ~ — ^;o ( >, 

/ ; j du ~ j { u) du -i- ( ) du, 
I ; ao f ^ ;3y < ^0 ^oy ( ^0 , 

_/ hii !!>;:.:< in du = ^^f l^,(u)du- 

I :a3' «; ;v,3i « = ;o,3('0- 


cxv. 

(')• 


j inu dll = — j log(dn a /: cn u), j cn u du = i log(dn u ~ ik 


sn u) 


/ du i dnu ^ /c'snu 

/ — lOOr 

d •-'nu k '" cnu 


j dnu du — ilo^icnu — isnu), I — ]q 

, / sn z/ 


rln 


— cn zz 


/ 


<r/zz 


dnw » cln; 


- JL in„ cn u H- ik' sn u 

;ij 


/ — du = 1 lo- 
J cnu // 


I , dnzz-f-// 


i cnu 1 

f — dii = — -- lo 

f do// fr 


cn a 
^ ^ — A'snzz 


. f sn u 


fc ^ dnzz ' 
cn zz 


sn u 




lo; 


. ik’ — A- 


/" sn zz i 

J ‘^" =kk' 


f~du^log '-dn^ 
J sn zz 


cln zz 


sn zz 


f~du = log 
J cnt^ » cnzt 



TABLEAU DES FOR>IL'LES. 


CXV (suite). 


cn It dn u da — sn ii. 


du 

sn a dn u 


sn cn z/ da = - ~ dna, ^ sn zz dn zz du ^-~cna, 

w==snzz, r /■‘snzz , 

J SDMcnii J snu “ J ^ 

(In /(•■> f r r r Jn u k- i'‘cr\u. 

J snu J dnu J cniidri«“// 2 j 


sn^i, du = Z'(o) - A 

t- ^ ^ /c-^ 6 (u)' 


_ " 7 '(K') ' 


J snJ« ■ ' Hlzo 
* ©i(zz) 

J dn^zz ~ k'-^ K~' TF^ eFJt) 


cn ii dn a 


du = io^ sn a. 


‘ sn zz dn a 


du ~ — lo£ 


lo 2 ' dn zz. 


cnzz snzz 

da — ios: , 

nzzdnzz '^dnzz 


da = A loc, iiA' 
cnzzdnzz k'^ ^cna 


r dnu , , snzz 

J bn zz cnzz ®cnzz 


in u _ J_ 
n-zz k'- cnzz' 


n zz _ cnzz 
1 - It sn zz ' 


n^ 

ii 2 zz dnzz 


J Sll 2 ~~ FFli 

f ^ du = ~-L^. 

J dn-zz k- dnzz 

/ f^ln zz _ sn u 

cn-zz cnzz 


fJnzz , snzz 

— ; — du 

cn-zz cnzz 


T. et M. - IV. 


CXVI. 


r dll 

/* 

,J Z:jia{ii) Cao (^^' o ) 


= wCa^o- 


-\02 




If' — ffo . ff — ffo 


It -4- U ^ U-^ « 0 

r -^ r ^— 

ll — Zio fi — Z/q 

^ ^ 

■1 1 

U -H z / a u - f - z / „ 


, a — Uq ^ ff — ff<\ 


-ZZyi 


, ^ " ul.,u^^■^\o^ - 

J l^vUi) ■— ;r^^.dao) ■• ^ u-^ifp ^ ji-^Un 


I 


<n'iiQ I = uZ(uo)-T- log — 

J snu—snuo u zz-r 


II ~~ 0 ~ ^^0 


III 


ZZo ^ 


'll,) I = zzZfzZrt) H- log 

■ / cnzz — cnzzo irZz-f-z/o 






a -T~ a 0 


dn 


\l dn a- 






En donnaiU a la constaiue Uq des valeurs convenables, on parvieiu a des 
forme? iiouvelles pour des integrales anlerleurcmcntcalculees(GXin2,GXV). 


( 7 ). 

Si Fon designe parj'=/(zz) Fane quclconque des fonctions ^oa( zz- ), 
;a«' z/X ; 3 '-i z/ i, 5ii zz, on zz, dnzz, par zzq une constante, par Zo,Zo> •• • 
la valeur pour zz = zzq de la fonction /(zz) et de ses derivees, enfin par a, 
b. c [Tableau XG\ ] les coefficients de I’equalion differentielle 

y-^ = ay* -f- by- -- c, 

que verifie la function /( zz), on aura, quel que soil zz, 

zz - — 3)7^ (/z _ 2 ) (6aj^ -i- b)^n-± 

-r On — io)a/o ( Ii — d)ahi-i = , — > 

(7 — Jo)"-* 

J = f 

J [/(";— /('«o)J" 


eii posarit 


TABLEAU BES FORMULE?. 


I ! A 


CXVII. 


On suppose 


-O' 

= 2 at 5 j< 2 a — ly. Wi— 2 ^ co-, i',, = — y. — :i-:. 

‘ ' * ' ' 2 C 0 1 

a, 3 , y', a’ etant reels; /*, v sent des entiers donnes: r et s sonl pre- 
miers entre eux.. saiif dans la iormule t 0 ). Le chemin d'inte^ratioii e-r 
suppose ne contenir auciin pole de ia fonctioii sous le signe ni. u, y, 
y,' sont des entiers determines pjar les conditions 


/?? < a < m — I . /^ < 3 < /? — I , < 3 /’ — 7. s < N - - 1 . 

x' •< ( 3 — 3 ,? /■ — * ^ ^ n' I . 


Dans les fornmies (4 ) « V) le io^'aritlime a sa determination reelle si 

.^2: ^35 a sont reels. Dans la formule (60 log u est deilni comine 

one fonction holomorpiie de ii. le longdu chemin ailant de a ii\, congru 
au chemin ddntegration donne. 




/ ~ - ch' — — (q,?i I j t: i. 

Jv, 

f - ch' = — (2 Co -s- •: ) - / -r- ( 2 

r 




{^ini -r- 1 ) - I, 




D( e) 


ch' — - — V r /[ 2 N — I -i- 2 5 ('0 -r V s ( /• -f- 6 ' *: ) J ; 


^ u da = 2 */) 1 ( 0 “ A 


/Z„-r -2 W;, 


( ){ I I da == 2 '/; 3 ( -f- t,03 ) H- ( 2 7 ?? -r- I ) “ /, 


, ‘ r(»)i -f-A' w.) 


/ 


'Ciidii =2 V (' r '/; i -i- 5 r, 3 1 ( Zi 0 1 "i" 5 v oj 3 ) — v (2 X “ / 


1 . 3 ) / 


^ .0,-2m,-T-2.s-C0, j 


2 pz; — pr^ 


c/ii = — 2 Of (/' r, i -7- 6- ) -T- 2 (/*(o 1 -f- s W;v) 'C a -f- 2 ( .\ — x ' 


( 4 ) 


r ^ 1 7 — a) 

I H ( u — Cl ) dll = log — ; 

/ ' ^ {u^i-- a) 


r 

, 5 ) / :[«■(;!( — = 


log 


till I — a; ^g-.2. — .g3 * . 


(. 6 ) 


/ rzz c/ff = log :r'zz'i— logg'^i^” ( ‘irr^ -f- 2 6 ‘t^ 3 ) ( zz'i — zz.;)) 

d U^^ , r 

[zz.y — ZZ.,, -r- 2 /'t 0 i-!- 250J3, ZZi = ZZj -f- 2 7 ' 0 ) } 25 C 0 :; j; 


( 7 ). " = 



CALCUL INTEGRAL. 


CXVIII. 


Cas normal oil 4 est reel et posit if . 


Si le chemin rJintcgration ne sort pas du rectangle doot ies sommcis 
i *rit ~ ' ; oil a, en designant par Ni le nombre de fois que le chemin 
(Fintegration traverse de liaut en has, par No le nombre de fois qii’i! tra- 
verse de has en haut le segment de droite allant de o a — ct en pre- 
lant pour !og^i(('’) sa determination principale, 

/ krr— «'<■ = — 2 (Ni — N'i)-/. 


Si est un point du segment de droite allant de — ^ a — p. 
point — excepte, et si Ton prend le signe superieur ou inferieur suivanl 
que la partie reelle de - est positive ou negative, on a 


•4-1 C-/ / 

^ j ( C ) 


ch’ = If! Tzi. 


Si tr, = a-r-3':, ou 5 :, 3 sont reels, p non entier, et si le nombre en- 
tier n est determine par Ies conditions /^ < p <C /i -i- t , on a (GXVlIi) 


T— cl C — ( ‘2 II -f- I ) TT i . 


Si est im point du segment de droite allant de — ^ a F, 

2 2 

point — - excepte, si I’on designe par x la partie reelle de Po? et si Ton 

prend le signe superieur ou le signe inferieur suivant que a est positif ou 

iie^atif, on a 





TABLEAU DES FORMELES. 


CXVIII (SOTE). 


( 5 i. 

Si jn, n designent des nombres entiers et 'j . 3 de? nombres verifiant les 
conditions 

a different de zero, — — - 13 <-, 

2 2 2 ‘ 2 

Cl si t-’o = m 11- y. — S':, on a, en prenant le signe superieiir ou infe- 
rieur suivant que % est positif ou negatif, 


r 




dv =r - 


■■U- 




( 6 ). 


Si, en outre, /• est un entier positif, on a 



(^) 

2^1 (f) 


dv 




1 

2 


)• 


(:)• 

Si n designent des nombres entiers et a', [S' des nombres verifiant 
les conditions 

y' different de zero, — - <a'S-5 — - 

' 2 2 ” 2 ‘ 2 


si enfin a = m p = /?. -{- p', et si Ton prend le signe superieur on in- 

ferieur suivant que a' est positif ou negatif, on a, en prenant pour le lo-- 
garithme sa determination principale, 


da-p- 


dv = log 


Sr, (a'— ^'t) 


'2.mr.{‘ix'z:z i). 



CALCL’L LNT£GRAL. 


INVERSION. 

On donne trois nombres distincts £i, So? H: ^2 ^3 = Cfuand les 

£-2, £3 soiu en ligne droite, £2 desigiiera toujours le point inter- 
nicdiaire: x. *'3 seront les nombres 




3 — 4-1 *2 ^3 ! 


7 . n'est ni an innnbre reel negatif, ni un nombre reel plus grand que r. 
Dans ce qui suit, ^ — 7. sin-o designent les determinations 

des radieaux dont la partie reelle est positive; |/x, '{/ 1 — x les deterniina- 

, 7Z 7C 

lions des radieaux dont Targument est compris entre 7 et logx 11 11 

nouibre dont la partie reelle est le logarithme neperien de | x | et dans le- 
quel le coefficient de i est i’argument de x suppose compris entre — r: 
et — - 

CXIX. 


Y- 

X(y.)= -1==^== 

^ 0 v/i sin2 cp 


x'( X,) = x(i — X ), 


'x(x) ’ 


la partie reelle de j est toujours positive. 

On entendra par /x. /.v' les determinations de ces radieaux dont la 
partie reelle est positive. 

(2). 

S\a,d sent des entiers impairs, b, c des entiers pairs tels que ad— 

«-'u a 




it^x'(y -) 1 _ _ 

j 6 x'(-/.)J ~ 


:Si a. b. c, d oiu la meme signification et si ayant fixe arbitrairenient 
le des determinations de /i, — 53, on pose 

(Oj = ^ ^ CX(-/.)H- idx'jy.) 

\/‘i — =3 t/si — 33 

1 a 

* -f ^15 ^3) = Y 2 j OJ3) = Y 3 , 

= p(wa I Wj, (O3) = £3(7 (a = I, 2, 3 ). 



TABLEAL' DE5 F0R5IULES. 
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CXIX (suite). 
« 4 ..)• 


J o. 



: / X ( X ) 

1 

0 , ^ — 


i X i X ) 


£X'<X)' 

1 

o — 


X!XJ 


r-r V X. 





/ x’ < X 

L x-x.J 


' /x'; X r 

-^3 

o . 


1 J 


\ 1 ■ 


( j 



O 

/ x' ( X )~ 


0 

i \ (' X 'f 

, I — V ' I — X / , [ 

■/lix’ -. X )1 

X(X) J 



X(x 5 _ 

i = I,--,; - y / 

1 — V I — X \ 

--^3 

0 

; /xb X )] 

■ \ ( X > J 

— -■^.v 

0 

1 ^>^4 X f 
“x? X) _ 


2e -le 


vx‘ y.' ^ 

x y “ 


1— A.e 


»n a toujours 1 p | < » • 


. K i XI. 


< 7 y 


i H ^ I X 1 [h 

/t: X r ' /■ x' ( X ) 1 / ; 


/Z 



11/ - 

^ 4 

o 

iV/ 2 


{ 


^ X I X ) . 


( S'). 


xd^;*) == X 


I — y / 1 — X 
, ^ I y/ I — X 


Wi ~ 


X(Xj 

y/si - 


('9). 

x'rxji 


= ^ (i -4- y / 1 — x)" x( x'). 

4 

sM^. 


W;j = 


V^^l— ^3 


y/oji : 




= /si - 33, /e, - e.2 = /si — -^3 I — ■/., y /e. -es- - ^ 

v/el^3 = Vei — H, yei—e, = ^£1 — ^3 y/i — >•-. v^e. — es = fv/ 3 i — ssV^-'-- 

<2^ = £ 1 , £*2 *25 ^3 = *3’ 

Dans ies Tableaux suivants on suppose u)i,W3,v/wi determines paries 
formules(9); est fixee arbitrairement a moins qu’on ne previennc 


du contraire; de meme \/^l — est une racine carree, 
mcnt, de d*i — -3* 


fixee arbitraire- 
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CALCUL LMiGRAL. 


cxx. 


Dans les formules n), ( 2 ), (3) on suppose |z|<{; cette supposition 
li'iotervient pas dans les formuies (4)* 


Ell posant 

ri.3.5. ,.(o7i — i)i- 

2. 4. 6 ... 201 J 


(Ij- 


V = Vi 


2 V I 2 7 


V=r 1 

/ 2 r= so 


), (•■/.) = ; a„y.'‘, [-!(•/.) — ^ a„ bny-“, 

n = l ;i = I 

et en desigiiant par A, B deux constantes arbitraires, la solution gencrale 
de Fequation 

, I 


cst 


y= A ).(•/.) -h-B [4 log-/.]. 


fO- 

2^'' '"''*’ “ j^-l log Jgj > 

I'u le logarithme a sa determination principale. 

(3) . 

>.{-/.) = 1 - i log( i — •/.) — $(-/.), I 5 (-/.) |< i I •/, I ; 

u, y. , r= _ i log2 log! 1 — V.) - •/,(•/.), | r, ('/-) |< | | •/. | . 

(4) . 

X(i-/.i = x'(V,, x(.-^) =/:=]: x(-/.), 

X > 1 — •/,! = xc/.i, xY^-— ^ = X (idr;) = / 1 — -/-[x'(-/.) zt tx(/.)], 

^'(^) (y = /:^[x(-/.)-tx' (•/-)], 

ou li faul prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que la 
partie reelle de 4 est positive ou negative. Pour deux valeurs conjuguees 

de ■/,, les valeurs de x(-/.) sont conjuguees, les valeurs correspondantes 
ev.sont representees par deux points symetriques par rapport a I’axe des 

quantiles imaginaires. 



CXXT. 


( 0 - 


Si r est un nombre positif et si | x.j <. r, on a, en posaiit q = e 


\' ■*/-' _ 

\ .y. 


1 

76 ' 


' — e ^ Ai7.iJ =z= 

1 6 '- 

( 2 ). 


e /. *-< i . 


^ ^ . 'j . . ■ 

3y. ' 1024 ' 204 <S 


2 ^ 9 . = 6257 , 

— 10293 . 
•). 25 . C7 = 279025, 
22 «.C8 = 483 127, 


«= I 

23'^. Co —435506703 
23 '.Cio = 776957575 . 

2^2. Cl 1 = 224 170 455 55 . 
= 40784671953 : 


Cf. T. in, p. 221 , note. 


(3). 


qi = L ^xSoq^^y.'j |V.|<1,, 

(4}- 

V - ^ (; p) V I5 (i .50 (j ?)%..., ? = 

(5), 


X ( -] — M = ~ S-|(o| 0 = J 5804 075; q z=e~" = 0,0432109; 


X ( c ^ ) = 1 ,54369 dz i.o, 4i363 
x'(c ^ )= T ,54369 q= i.o,4i363 




q = z~ie 


zh i. 0,063829. 



CALCLL JJMUljllAL. 


CXXII. 


iJaa? touie? les formuies cle ce Tableau on prcndra les signes superieurs 
> : iiilerieiirs siiivant que la parlie reelle de ^ positive ou negative. 

L ar^umeiit de { i — Xy est compris entre — j el ^ * 

Dans les fomuiles (4), logQ a sa determination principale. 


(I). 


XU3IEROS D’ORDRE DE LA REGION. 



I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

M. 


<1, 



!'/-!> I, 

l-'-K', 



; V. — I ; < [ , 

; 7. — I [> I , 


[y.— I (> I, 




li. 




ix|>|y. — 1|. 

|x|>|y. -i|. 

\ iileui'ile 7.,;,. 

7. 

7. 

7. — 1 

1 

7. 

1 

I — 7. 

I — x 

X I 

X 


^ (J ?oj ^ 15 (j SojV i5o (J^ Poy'-t-... . |Q|< A; 


I X I ■/.(, i = S’! (O j <3) = ^ ( I .2Q _j_ aQi 


X C/.o ) 


_ x(>'-o)loSQ ^ tx'(-/o) 




NUMEROS D’ORDRE DE LA REGION. 


.1. 

H, 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

\ aleur de t 



T 

f 

f 

— idz T 


i 


J q= T 

zqi 1 H— z 

T 

T 

^X'aleur de z 

T 

T ziz I 

T 

±T — 1 

1 

1 




£ it T 

T 

T 

dz I — T 






CALCUL INTEGRAL. 


CXXII (suite). 

^ 2 r,(oi T), t/El^ = ■'■.Co I T), 

I y/Ki— E:, = %(o I t). 

(g)- 

La partie reelle des radicaux qui figurent dans les formuies suivantos 
est positive ; — i — i\l \ — T. 

Si 7 . est dans la region IJ, on a ^ — Q, coi = cug = dz^^i o.-j: 

r. = ii], '/;a = — Hi -f- II3; 

3 ’i(ri Tj = e“ Sri(p I T), ^.2{v \ z) = e~ 2r2(t^ | t), 

^.(v ; | t), \ z) = ?j-i(v\ t). 

On peut d'ailleurs employer les memes formuies que clans le cas ou 7 . 
est dans la region T. 


Si 7 . est dans la region III, on a ^ ci>i = dzQa, 0)3 = ii.}; 

r j = Hi zz Hg, r^3 = Hgl 


/ 

p 1 

f \ 

_'Zi 


( 

\ 

I it: T 1 


= * \/ \ 

zb T (p 1 t) 





P- TT / 

Sr.(. 

l=Ti 


II 

=C=Te~‘±’'&3(p|T); 


V 

,, 



( 

I zb T 

0 

= v/i 

d:Te'‘±^S,(p|T); 

/ 

(? 

I \ 

'tZi 

1 P-TCf 

( ■ 

I zb T 

h) 

= e-^~ /i 

±Te~'^ Sr4(p|T). 


Si 7. est dans la region IV, on a ^ = e 
= H 3 , r ^3 = — Hi lizHs; 


, 0)1= Q3. CO3 rfc O3 


c. ! \ ~i 3 =fl) /- 


Te^’'' &i(e 1 t), 


'-') = « ‘ I t), 



CXXII (suite) 

(9; Isuite]. 


T ) ^ /t e ^ ^ f r I T ), 


- 1 T j = e ■* V 


■» /t ^ ^ ; T ) . 


Si y, est dans la region Y, on a ^ = e , wi = Q;., c*j3 — - f>i : r,i : 

r,:i — iij: 


=e ^ v'xe - 


e - /j 


T e S’ifr 1 T j, 


— e ^ s^’t e 


/’te ^ %(y\'n. 


V T e :j^_ ( r j T ). 


Si y. est dans la region Yl, on a ^ ojj = i_ <>1 -f- ; 

r^j = zp ll| H- II 3, III? 




/_p 1 — T ^i(r I T). 


:') = e '• /pzi — T.%((' ! T). 


\Tp= I i / 


z\ =.e '■* \/=~i-^T:: 7 ;{,r; t). 


il±:li / ^ f , . 

V'^i-^T:^.2(r It). 


i - = ^ V 


On pent aiissi,.quand yest dans la region YI, appliquer les formules 
concernant le cas ou x est dans la region Y. 



CALCUL INTEGRAL 


CXXIl (su(te). 

no). 

Dan- le cas ou x e?L tres petit on pent faire usage des relations sni- 
\ antes, obteniies en negligeant yJ, et dans iesqneiles, si Foil se donne seu- 
leiiienl x. on j)rendra pourv’'^i — 33 la valeur que Fon veut, par exeinpie 
le !i«imhre i. Les logarithmes qui figurent dans ces formules soiit les dtHei- 

iiii nations |.jri!ioipales. 



En iiegligeaiU z- on a de meine 


‘ r i T i = xM I — ~ j siiiTre; .%( e | -) — t ^ cosatcc^ ; 

! / -/.N ^ X 

.:;.2 » r i T » = X* \ ^ 8 / ’ .:74 ( p 1 t) = 1 — - cosx ; 




/si — - £ 3 : 



'.j .f =r -- ( i -r- 7 ! sint'zrqe® ' : 

1 coi , CU 3 ) = ^ 1 

! — 7 sin^TTP' 

4 

)j' 

w-;’; = cosi^Tre 1 : 

/ y 

a'z(u 1 Wj, 033 ) i:::: 1 

^ 7 sin^Tre 

V 1 

jwi,M3)= 1 — 4 




]■»! ll ! ('Ji Oj > ) — \ 

-'l F M • 



1 » J «. 1 ^ «k. V J J t ^ J j_ ' 

0 \ 

\ sin^TTp/’ 





dti{ n, X I ^ 1 





TABLEAU I)ES FORMULE> 


ul\ 

u 


CXXII (sum: ). 


Daiis le cas oii z = i — Zy esL tres voisin de i. on fait ule nicme 
H?age des relations suivaiites : 

z„ — 1 — x: 

^ ^ 4 ' 'Ja ; ■ A / 4 Gj / -/.„ ' 


- ^ — x' — - ( f — — — '» • 

•> 4 64 J ’ 


~ Ti, 3 Sl \, (j “ li TsT,' J ' ~ ‘‘ ■ 


IT. / Zy I I Z5 , , 

{.’ — I _ 'll! _ __ l\ _L. '\ lo^r l!!' • E’ — - ' 1 

' “ ‘ 4 (54 4 ■( s '/ •/.„ '■ ' ~ 5 ; ( ' 

Zo Zy i3z,7 


Z,_, ) Z _ 


t 6 •> ■ 64 


0) 1 , to.-; j = 




■/-( 


-(r ^ ~ ^ ) uV^i— ^3; 

4 / 

j sh ( t: tt') f : j'2 ( ; to I , to- 1 = 


I — -T sh-fr: tD e 
4 


itOi.tO:;): 


sh - ( TT a’ e '* : (a | to j , to - 1 = ( • h i t: cr ) e ^ 

j / 'A/\ r cImticpi 

^ “ I I' “ T j L T ^ iiTw 

p(«it^„C 0 ,) = (-..-S 3 )(l-f j [ 3 - rp^_ • 


sn ( a. V.) = 


i-t) 


^ sii ( I — ) u 


ch 


dll { Zi, z ) = 


cn( w, z) 


'^•0 1 .1 / '^'11 

! r ^h- I , 


ch ( I - g ),/ 


1 -t- 'g sh2 (' I • 


Zy 


ch ( t - ' 4 -) u 



CALCUL INTEGRAL 


CXXIII. 


Cas oil ij. Eo' ^ont reels; zi > eo > ^3? "(-i > o; ^(z = o: \ 
:^i E:, £-2. £;> soot donnes, on prendra 


x:= 


I on se donne seulement on fixera arbitrairement b* nonibre pn 
itu I V — h I et Ton prendra 


— 7 “ " 3 ), 


2X — [ 

— 1 — (-i — sa), 


(^ 1-33 


r - V/ I — ■/. I 


; ■" ( ,> ?) - (J ?) ‘^ 0 (J </■' = I v/y 

K = ^ x'=:- - X 10<?a. 


^ ^rrrrr 


3.5 1 1 / 31—23 I X w/ 

V ^ = I V'^X I , \/tOi = j ^/(Uj I ^ 

~ - 1 ^' ( - 2 l_ ^ ., _jf±_ ., r ^ , r . 1 

OJ, \i-,y 2 - I_y 6 ■ ' TZr^ --•• • )• 

y _ ^ 1 ( O t T ) — 

I2C0, (ol-:;’ 

/,--/. = jv/rr7.:: {/lETT, = I I ; 

, = V =_/;,/£ 7 ^: = v/ITT; ; 

. = v'l - X. v'Tzt:; i/eTZT; = ,• y-y, t/eT =7 = i/lTX;. 



tableau DES FORMl'LES. 


CXXIIl (SUITE). 


1 . 

">.q* ! sin rn — siiijt'T: -f- q''* sin Svr: — q^^ sinji’T: — . . . > 


i ') 


1 

= -iq '^i cost^’7: — ^2cos3r~ — q^> cos 5 i^'TZ ~ q'^i cos j . i 

= I ~ -iq cos o p - — 2 ^ i COS 4 c' t: 2 cos 6 r - — . . , , 

— l ~ 2 q cos 2 — 2 ^ cos 4 0 t: ~ 2 ^9 cos 6 C* TT — 

!. _ 

2'::(7Mc05('t: — 3^-C053c~ -^:3^'’COs5c7: —j gi-2cos-; qt. . . 


K = X, K' = x\ 


K 4 - 




"'“rn 


V — ^3 

(iX,)’- 


I ri ( u ) 
j/x e(u}' 


' — V' ^ 1 ( ) 


0.-1) 


V'^X ^ ) 


dnic =z y/ 1 — /. 


01 ( u j 

0 (ii ) 


(4). 

II = •> a>i c'. 


o' ( a I Oil, CO3 ) = 2 CO, '^:j~ e’-co, s', ( cc I «J, . 0,3 ) = £4^l|2l 
*-* I >/ ; 7 i(o I Tj 

UXu\ to,, 0,3) = S3( ct I to„ CO3) = j e^to.'/i.P 


^ 3(0 I 'O 
a«lco„< 03 ) = .r„.^^ 

p(Mic 0 .,tO 3 ) = -^_^ 

wi 40)1 rfc L^i u 


T. et M. -- IV. 


9 



CAICUL INTEGRAL 


CXXIV. 


Cas ou £i, 3., 3. so?it reels; o > Sg ; > o ; < o ; {j’ > o. 

M 3 .. 3g sorjt donnes (' 3 ,-f- 32 -i- Sg = o), on preiulra 


X,, zr: I X : 


Si i'on se donne seuiement on fixera arbitrairement Ic nombre po- 
rilif 3; — 3g ) el J'osi prendra 




■(m — 33), S3 = ^ ^(3]— Ss)- 


( 0 - 

'i — ' I i 

0 = ^ 3 .- 2 ( j 3ojV .5 (i ,9„y+ ,50 (I Po) 'V . . . , o' = 1^1 

X, = J <l-9.0-^2Q*-20»+...)S X;=- i XologQ, 


— tU3 = O I 


^0 X 

i » =r Q.J — 


I aw . .5 fj.-j (\ — 


X — 

£2 I (tjg 


/^r 


, Q" , ^ QS 

OJj ' 1—02 I— qV ' I— Q« ' '♦ I __o 8 ■+'•••/, 


a ■ 


T., = ]l3= ^ 


^-1 fOg ' -awg' 


V 31—33 = . v^Ej 


'i/si — S3 = I ’{/z^ — £3 


= v^>=o=|v^„|, {/7~^ = |{/7— ^|. 

i V'Xo /si — 03 , 


V El £-2 _ f V I — y.Q p'Ei — £3 , — J 


V El — £3 1 .= i v/ci 


^ ^-OV^Si — £3, ^K2 — £3 = 6^ t/‘/-0 V^Sl • 

. . 7u/ 

V' El —£3 = 6 ^ V^£i — £ 3 . 



cxxn' 


Ji; ( (r T ■ = •> Mji [sli avT. — Q-:! sh’ ’j ir- — (/ <1, Siv- _ o:? -ij - 

Uir^T: =3 ^04 [Cli! — Q- ch. 3.r- . - Q'-‘ c!l. ]a-- . - Qli .-h -i; 

acT';T) — ! — 2Q cli*>tP7:; — on^ eh; [ cr - ■ — cli iv r 

iiiv .Tj = I -iQ ciir>(p7:;. — - 20 * ch'''4 i — 20 -' .•h- Tste— ■ 

. . , i_ - . 

i; I ip T; =: o 7: Q 4 [ cli (' cv -1 — 3 q- cri 1 3 tt' - -j e - ^ 


E = 1 — xf, - 


ii ( u ) “ e ■" V‘ T e ■ 

_ZEi _ 

H { i' u } = e ^ s/t e 

— i { lip ! T ) 

s n £4 = •: — ^ LL^ , 

V/l—Xo ^ 2 Ut^lT) 


II i tOj, CO;j 1 r= J'oi II 
i II : oj|. oj;j ') = T'i i ;/ 

V I II ! 

,.i U i W]. tO:> ) = 

I 

.p( U j CO I, CO3 j =3 7-i^ 



3 J . 

X', 

K - X.. 


r _ ^ . 


j 

u 

~ ,7 L 

X., ^ ^ 

ii 7 

iiiP : T L 

0 i t'/ • =:r e 

{IIP \ TU 

Si >. a ' e 

u — V 

'y-o 3‘v('7(p;t 

vh- 


! 

= 2ili 

1 »• 

— — •> C0;j i tr. 


1 - 

' i fij 

. i 

1 0^0^ 


1 •• 

: 0 .. C).. 

H 

1 


^4 ' 0 i T ,) 

: i Oj, o._; 

^3 ( / ft' ; T ) 


•^ 0 * 0 , ’1’; 

^ j Oj, 0 . 

/ iP ' T ) 


?J 2> 0 j T 1 

.7 

i 3'', (7(r 1 T 

iir /■ 

7 i»i ?Jil MP , T 

I 

I d f .3;' 

(71 

illi)- dw 


_i ‘ 


■' V T e ■^' iw i x ), 
e •* \'i e ^ ^3 • liv i T) : 


Dans le cas iimite ou =0, xq — y. = l, *'3=0, — \e\ : 


- 4 C?-, coi — ^ ~ ^ 




cxxv 


Cas oil £i = A -f- B £, 3-2 = — 2 A, £3 = A — B A et B etant reels, 
A^O, B>0, Y 3 = 0 , §’< 0 . 


Si Ej. Ei. E3 sont donnes (si-h Eo-*- E3 — o), on prendra 


_ -3 ~ ^3 _ £ _ — 3 a ^ 
’ ” £1 — E3 2 2 B 


Si Ton se donne seulementz, on fixera arbitrairement le nombre positif b 

et Ton prendra 


2 < 2 — z ) 

Cj =: Bi, 


2(2X — l) . 2 (y.~\~l) . 

£3= — Bi. 


On formera successivement : 
6 tel que Ton ait 


(0. 


tang6 = — ^ , o < 6 S i ; 


1 l 6 fl ^ /l t !;\9 ^ /j ^ 

.0 = -tang|-^2(- tangjj ^lo (^“tangXj 4 - loo tang | 


^ys 

4 / 


i ~ 
0^ = 6- 

/-r .t', 




V 7. = 


^711^ — 

I v^2 sin^ I ^ 


Wj — CO 3 = Q.I 


I ^2 sin 6 1 

:: I ^ sin<j; | (14- 2Q^4- 2 qI 6-+-. . .)2 


COS2 X 


/Qi = 1 /Qj !, 


0^3— fJl _ 2^3 — fl i _ 2 ^ i 


oil le losarilhme est reel. 


£3 _ " . 

£i j I -i- 'Z * 


Hi 


12Qi Qi 


4 ^ . 3 04+ 1- J 

[,_q3 i_q»^ I_q6 •••] 


(0|T) 


(0|T)’ 


_ Q 3 H 1 T.i 

> ’;1 = H,-H 3 , -03 = 113 . 


TABLEAC DES FORMULES. 


CXXV (saiF.). 

(i) [suited 


1 33 


-It/XU-T 



; 1 ' Vi 

. / B , 

V'Ei 

— E-l = 

iV sin'ij 

i V T' : 

3 T.i 



oT.i 

= 1 v''^ ! « X 


— E;) == 

; V 2 B ; e ^ , 


v/ei — Es = 4 / • e - , 

y sinu ; 


v/ei — En = 


V 


B 

sin 6 


( 2 ). 

(p I T ) = 2 Q^ [sin — Q- sin3 sino — Q*- sinjp t: — . 

2i2(p I T I = 2 0^ [cospt: -T- Q- cos 3 pt: Q® cos5 pt: -T- 0 ^~ cosjpt: . 

^3(t; I Tj = I -H 2Q C0S2P'n: 2Q> COs4p- -h 2 COS 6 P t: “ - . . , 

^^.(p[t) = I — 2Q C0S2P':: 2Q^ COS 4 P 7 : — 2Q^ COsGpt: — . . . . 

2r[(p [ T j — 2 7 :Q^[cosP 7 : — Sq^cosSp':: -i- 5 cos opt: — 70^-0057 pt 


(3). 

11 = 0 . iiiP. 

:r (;i|toi, CO3) =0' (u |Qi,Q3) = 2Qi | e2H.Q,c=, 

^i(“ 1 “ij “ 3 ) = c'o(zt I Qi, Sl-s) = I t) ’ 

Co {it I wj, 033 ) = Ci{u [ 12 1, lis ,) = ^ Q j -j. ^ , 

C^{u \ (1)1, CO3) = j3(m I £ 2 i, Qs ) = ^ (o I T ) ’ 

H, I 2 r', (f|t) 

r (« I 031,033)= ? (22lQi,Q3)= — liH- -- 214 ,; I T) ’ 

, III I d p',(p|r)] 
p ( « I < 01 , 033 ) = - - - ^ 



CXXVI 


Cas on =2 = A -T- B£, =2 = — £3 = A — Bi, A et B etant reels, 

A 1 o. B > o, Y;j o, (j < 


S: £ 2 - "'-‘nt clonncs I'si -f- £2 -t- ^3 == o)> O'l prendra 


I oA . 

• 1 . 


— £3 2 2 B 


Si i'on sc donnc seulement '/., on fiKera arbiLraireriieiU le nombre positif B 

et r^a prciidra 


2 ; •> — z ! 
lU, 


2 (' 2 ‘/. — l) 


2 rz-f~i) . 

— — ^ B t. 




On forme ra successivemcnt : 
•£ lei que iVjii ail 


tano-c = „ - o 
3 A 


i i /l . /! 

TV - - tang i — 2 - tang M ~ i j { - Lang -j-i joi - tang 

/ 2 -4 V2 °ij \-2 '= 4 / V2 ° 4 / 


Q- = e 


V LVq 


/i-te 

V'^ = rv==i 


, {/r=ri=A 


(f-l)' 


|! t?j 2 — COs) 


V^2 Sin o I I (J /‘2 sin cp | 

sin cp I ( r -i- 2 q'*- - 4 - 2 , )- 


_ . _ L /sine 

“IT 


0 ? 

cos- -A 


COi 0 J 3 = *2 Q 3 — £2 1 — log - •. 

'TT ® Q 


oil le lo^-aritbme cst reel. 


£>3 r 
T = — t 


Hi 


M £li £li \_l — Q- ' ^ I — Q* 


Ql I — 'u’ 


I _ q6 


^ ^ 1 ( 0 It) 


12^1 5 ‘i(o|T)^ 


H 3 = -t 

• 2 ^ 0 i 


, (203 — Q^) Hj j Hi 


> ; £> I 


-? ^jl=H3, T13=H3— -Hi; 



CXXVI (suite) 

ti) {suite^].. 


\l El - 


V^E. - E 3 = 


v/ei — E, — 



V ' B e 



V'K2 — Es 
V'^Ei Ey 



> n \ e ^ . 



Si(z> 1 

t) = ■ 

> ZQ+ [sh ((Pt: ) — 

0 “ sh ( 

/jWT.\ -f- 

■ q‘’ 

' ?h ' j w - } — ;p- sb ( 

' 7 (E r: . 

S2 (iw 

|t) = 

_i 

2Q + [ch ( cpt: ; — 

0*2 ch( 

3 tp ” ) — 

■ Q' 

‘ cii! 5 wr. ) Q^- ch( 

' 7 (E - i ] , 

?js{iw 1 

t) = 

I -f- 2 Q Cll( ‘2 (t’- j 

-r- 2 Q’‘ 

ch ( AiV' 


2 Q-‘ chi 6 h-’t:') — . . 


S^fztP 1 

T) = 

I — 2 Q ch ( 2 W 7: ) 

-i- 2 Q* 

ch ( '\iv 7 

:)- 

— 2Q-' ch ( (3 (V 7: I ~ . 


Si(z(P 

1t) = 

, 1 . 

2 7: [ch( WT.) — 

- 3 Q- ch( 3 iVT,) 

-f- 

3 ch {' 5 w T.) — 7 Q ^ 

ch(7 (iPT:j 


( 3 ). 


Zi — •>. i o j (r = 2 / ( oji — oi;. ) (?'. 


O' ( ZZ- I COi , CO 3 ) =: J ( ZZ i Oi . 0.3 .1 

cr'K zz I Wi, tOs) = cr'si' zz I O], 0 ^; 


CToCzZ 1 Wi, CO3) = VI (zz I 01, 0.3) 


- .j , ( IW\ T } 


2 Z 0 


^ Sr'iio'T) 


g— 


& 4 (o!t) 

IT) 


j-,(o'Tj 


^s(u I 


, M3) = s'sCltj Gi, Ga) = 


S’;} f Z tF I T ) 

%(o I t) 




t I Ml, 0)3) = 


QiHi 


zz ^ 


I 

2 Z01 


S'l f z (p I t) 

\ Si(ztt^ I t) 


p (zz 1 Wi, W3) 


01 Hi T d 

(Z0i)*- (‘2Z0 i)2 dw 


^'1 ( z(iP ! t) ' 
4 Si(zw |t) 



CXXVIL 

( T) . 


Si Ton se donne deux nombres ^ el k teisque | /l j < r, | | < i, on sa- 

tisfera a Fequation 

sn(2^, k ) — 

en posant 


If = 4 l(k-) log(f^ s/i — Z-) — s/ \ — 




= i 


\ 'ij Va.4/ L 2.4. --sv J 




jF-.i -t J/zl-J ‘3 '3^5 • • • 3.5. i) ^ 

et ou Ton a fixe arbitrairement celle des deux determinalions que Ton 
veut de / i — puis celle des determinations de Iog(i^H- / 1 — z-). 

Si Ton se donne, en outre, Fun des deux nombres z' tels que Fon ait 
— z-){i — /c-^-), la valeur de u, calculee au moyen de la formula 
precedente, satisfera aux deux equations concordantes 


sn(u,k) = z, 


dsn( If, X:) 


pourvu que, ayant fixe \/i — k-z- par la condition que sa partie reelle soil 
positive, Fon choisisse pour \/i — ^2 Ja determination ^ - . 


^i — k^z^ 


Si Fon se donne deux nombres ^ et k teis que | /»: | < i , | | > [, on sa- 

tisfera a Fequation 

sn(f/,X:) 

en posant 






3u Ton a fixe arbitrairement ceile des deux determinations que 1 


que 1 on veut 


1/ determinations de log 



TABLEAL' DES F0RMULE5. 
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CXXYll (suite). 

( 2 ) [sllite^y 

Si I'on se donne, en outre. Tun des deux nombres teb que Ton ait 
^'2 =(i — --)(i — k-z- s, ia valeur de u, calcuiee au moyen de la formule 
precedente. satisfera aux deux equations concordantes 

. , dsniii.k) 

sn ^ It. k ) — == - . 

a It 

pourvu que. ayant fixe ^ L par la condition que sa partie reelle soil 

positive, Ton choisisse pour 4 / i — 7-7^ ia determination "" — » 

V k-z- / I 


ki/ i--. 


On donne p, £1, so, £3 et I’on suppose 


%/ 1 — 7. a son argument compris entre — 4 - f’? 

® ^ 4 4 


1— — 

I -T- I — x 


»(?*. = . + (;)> 




Bi = A ( ( 3 ^) — I , B2 = Bi — ( - ) Bo. = B2 


fi I — 11 ^ 

n designant celle des determinations de IT = i — T la partie 

reelle est positive; les determinations de \/zi — £3, \/i — z-, puis celle de 
iog(^-~ j y/ 1 — ^-) sont fixees arbitrairement. 

Dans ces conditions, on satisfera a I’equation 

P(^^; T 2 . 73 J = P: 


en posant 


— ( ,2 ,2.4 , , 2. 4 - 6 ^ , 

■ 3 ®^-' 3.5®^- ■ 3.5.7 *-■ 



CALCUL INTEGRAL. 


lOb 


CXXVII (suite). 

(3) [suite]. 

Si Foil se donnc, en outre. Fun des deux nonibrcs tcl cjue Ion ait 
p '2 4 p 3 _ y-tP — Y -5 valeurde u, calculec an moycn de la fortnule pre- 
cedente. satisfera aux deux equations concordantes 

7-2, i T-2 , T3 ) = P', 

pourvu que. ayant fixe /r — par la condition quo sa partic reelle 

/i - , , 

soit positive, on prenne — egal a 

/si — £3 

— v' (i -4- y/ 1 — x) ( I — 

( 1> ^2 ) ( P ^3 ) 2^1 — 


CXXVIIL 



XUMKHOS D’OUDRE DE LA REGION. 

£., — - S3 

X. = 2 . 

£^ C3 

I ou IL 

!'/.,< K 
‘ y. ; < ; 7 . — I ; . 

III. 

.xj :;-r, z— il>i, 
|xi^-;X— iF 

IV. 

jx[>i,|y.— i|>i, 

V OU VI. 

P- - 1 1 1, 

lit|; |x — 1 1. 

1 Valeur de y . 

y/ 1 — 7. 


1 

i 


Lcs arguments des 
racincs sont com- 
. % t: 

pris eiitro — -et-* 

4 4 

: Valeurde—. 
Z 




Les racincs sont 
ilctcrminces de fa- 
lcon que la partie 
reelle de Ho soit 
positive. 



/p— 

V P“-2 : r i>-£, 

V/P-S:, 


V’aleur de c. . 

I 


i\/i — 7, 

i 

Lesparliesreelles 
(lcs racines i/%, 
y/F— z sont posi- 
lives. 

|Valeur de R. 

5 

, ?_£„) (p—.j) 

(P — 53 )(p — El) 

(P — E 3 )(P — Sl) 

(P— El)(p— Es) 






tableau DES F0n31ULES. 


CXXA III ( SUITE 


On donne S:, V^- 7-3- i’- 5 *' tels que 

Pour dcterinioer iirie valour de u \-c rill ant l^:| nations c-jncor- 

dantes 

pi'z/: Yo. 1 = p, ]Ui a\ ^2- ‘o; ’ = l’. 


on formera d'abord lesquanlites y. FI,, c. Fl d'anros le Tablea’.i precibient , 
puis les quantiles 3,,. : 3,‘ ). B,-,,, S.. afi m<>ven des fonnuies 



V =/ 


So = S(>o) - -f- P4 B,o^ 

a o . a 





3. 


j . 7 


Si, eii formant S^, on s'arrete au lerine en Perreur commise est 

inferieiire a 

! 3 v .'i - V - -2 4- 1 I 


; ;) 


( /i -i- I ) I /( 4 /i -r- 2 .1 - _ ( I — I 3 J ; I M - 
On remarquera que /o 3J ) peut aussi etre caicule au moyeii de 


^ ' o 


i ^ 0 

U. 


par la forniule 

1 ( 3 j j “ -^ ( I -r- •> 0 -f- 2 ud — 2 Q*’ ~ y ) - . 

Geci pose, on a 


‘2 A f 3,*; ') lop; i y i — ) 2 v^l — -,l S,, 

^ . . 7 

10 vOi ~ £;j 7J- ? V — <d z 

pourvu que Ton prenne pour \J — £;>, \f \ — des determinations de ces 
racines pour iesquelles on ait 

\/t- ^ — P^p('i-T-z-)(i — 3,^ j,V) 

— H aB/i — 3;-5 

ou la parlie reelle de /i — *251 positive. 
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CALCUL INTEGRAL. 


CXXIX. 


Cas oil Y2 Ts ^ont reels. 


(I)- 

Si i'on est dans le cas du Tableau (CXXIH), on conservera aux quan- 

. 1 . 

tites 3 , q, x, x', Wj, 0)3. a:, yji, la significaLion adoptee clans ce Ta- 
bleau, et Ton appliquera les formules (CXXYIJI) qui correspondent au cas 
oil •/, est dans la region I. La quantite po est alors egale a p et est comprise 
entre o et yq'i prendra pour — E3 sa determination positive ct Ton 

aura 

A(P^) =1 /oi — Eg I [1 ‘J/i __ yj-. 

Si p est reel et plus grand que ej, Zq est reel et compris entre — 1 et -1- i ; 
0 designant Tunite positive ou negative suivant que p' est negatif ou po- 
sitif, on prendra pour 8 une solution des deux equations 


= COS 0 , 0 I / 1 — ^ 5 |=sin 0 , 

el Ton aura une solution reelle des deux equations concordantes 

p(« ; Y2, Ts) = ib Y2, ys) = 

‘2 sin 0 


par la formule 

6 ■ 


I V''^l — I [1 -i- v^l —'/-]■ 


S ( cosO). 


L erreur commise sur S(:;o) s’arretant au terme en est moindre que 

3 1 

2 1 / 477+2 1 

En ne conservant qu’w/z terme dans S(cosO), Terreur commise sur u 
sera moindre que — — ^ ou que ^ . 

45 ; V'Hi — £3 I loio I /e, -_£.j j 


(2). 

Si Ion est dans le eas du Tableau (GXXiV ), on conservera aux quan- 
tiles po, 0, Q+, Xy, Xq, Oj, ^3^ T, Hi, 113 la signification adoptee dans ce 
Tableau, et Ton appliquera les formules (GXXVIfl) relatives au cas oii x 
est dans la region V. On aura 


X ( Sjj ) _ ] /ei — £3 j — ~ [ r -{- /xj - , 
21T -* 



CXXIX (SL-ITE). 

(2,1 [suite]. 

Si p est reel et plus grand que sj, Jq reel et conipris entre i el ; 
on preiidra pour 0 la solution reelle des deux equations 


: chO, 


i V ■ 


I ^ shO, 


ou 0 est egai a ~ i ou a — i, suivant que p' est negatif ou positif, et i'oii 
aura une solution reelle des deux equations concordantes p(u: 7-2: 73) = P- 
7-2, 73) — p' par la formule 

9. sli 0 

17 : ' 


^’->3 r, 

It =Z — ^ 


KchO). 


^ 3 . [i-- V 

En ne conservant que deux termes dans S(cli 0 ), Terreur comniise sur ii sera 
inoindre que 


O R 

.^0 


, , 3 et, quel que soil So, moindre que ; • 7- - ": — . 


( 3 ). 

Si Ton est dans ie cas du Tableau (GXKV), on conservera aux quan- 
1 

tites A, Ii, 6, Po, Q, Xo, Xq, ^ 1, ^3, T, Hi, Hs la signification qu’elles ont 
dans ce Tableau, et Ton appliquera les formules (CXXVIll) relatives au 
cas ou X est dans la region III. On aura 


7 = ^ 


Po = i tang f, 7 ( 3 * ) = 4 cos- 


-u/— 

4 I y sin'^ 


Wl -T- 0)3 


Si p est reel, plus grand que so? oti calculera successivement les noinbres 


reels a, , 


par les formules 




, = cot > tang q- — 


: cos 0, 


/i— -5= 3 


sin - sin 
2 


sin 4- cos 
4 


tOj — H 0>3 


d-l) 

sin 0 I / sin 1 !; I 
2 cos- ^ I /b I 


= sinO, 


S(^o). 


Dans ces formules, o designe I’unite positive ou negative suivant que p' 
est negatif ou positif. 



CALCUL INTEGRAL. 


CXXIX (suitk). 


Si i'on est ilaiis le cas du Tableau (CXXV'f), on coiiservera aux quan- 

, 1 , 

tires A. B, 'j:, &o.’ Qr QS Xo, Xq, T, iii, ii.j la slgnillcation adoptee dans 

ce Tableau, et Ton appliquera les formulcs (CXXVHJ ) relatives an cas ou x 
est dans la rea:ion iV. On aura 


= 4 cos 2 


R (-0;{ tOj 

s m CD ‘>. iTC 


Si p est reel, plus grand que so -h calculera successivcincnt les 

nombres reels a, formules 

Langa= , o < a < ~ (t: — cd), 


: cot tanti 

4 


— I : 


0 i sin - sin 


. -2 

Sin -- cos 


« = e-TAii 0 -u sc.-o). 

‘A I /b 1 COS- 2 
4 

Si p est leel, compris entre *2 ct So ■+“ ^ 4 ^’ calculera succcssivemcnl 
les nombres reels 7., Zo, 0 , a par les forniules 


tanga = , cd < a -< - ( 7 : 4 - cd) 


Go = — cot ^ tang — ‘ ) =_(ch0), 

-X / . a . 7 — 0 

0 ! 4 / Sin - sin — i 

/^TTT - i V ^ 


sin COS -i 

4 V A fx 


II — to 2 — f- (i >3 - 


^3 — coi ^ ^ I /sin CD I sb 0 
2 I /b I cos- ? 


Dans ces formules, 5 designe I’nnite positive ou negative suivant quo i>' 

c:?t negatii ou positil. ^ 



TABLEAU BES FORMULES. 


INTEGRALES ELLIPTIQDES. 

ET SONT DE5 XOilBRES 7'eels. 

Y = ~ — J iy — — e^) i r — e- . 


cxxx. 

Cas oil e\. (P.i, €z sojit I't'eh: ^ <£’•2 

Gf ( GXXnr), (CXXiV t, . GXXIX,-,- eu suppo^ant = £,; e, =- s., 
,, = *'-2' ,^■3 ~ 

Fig. A. 

Plan des r. 


[01 0 

[-OjsI -,0 

1 -,o •b.-o.'sj ! 


[<5] 

0 

•+ -iC? - 

- . + / 

i —jO ;a>,T:b3j‘ 

/ 

— ; — 

i 

V 

V 
\ 

\ •}- j — 

T-CC 


/ 

Plan des u. 


\ 

Plan des r. 


OG ■s , 


: 1^2] 

1 

lOj, + ioj3 

[Pj 

imagedel/*^) 


[^^]| 

-UojJ 

(t’G) 


2 -"S': 

[<7] 

(^■2) 

,■' si7.ag2de(r-£) 


[± cej ^ 

--EojJ 

(^) 

; i 

'ey -00 “ 

0 ji~^CSJ 3 

ip: 

■ ’“^>3 

q'. e- a <^'2 P 

\ imagedelr^) / 

T oc 

2 ->^3 

1 

-Cli-i 

(^) 

jfRage deisms} 



Dans le plan des y, ics valeurs entre crochets correspondent au plan 
des w. dans le plan des u eilcs corrospjondent au plan dcsp . 


P = €z-^ 

k{ei — ez)\ 

q = e-z—kiei — 

(?3 !. 

dr T'" 

dy __ W3 ^ 

'p^- cly ^ r 

•” dy 

1 

8 

y/Y ! ^ ’ 

4 !/Y| 4 

U/Yj 


oil wi, U3 sont formes au moyen de eu e,, comme dans les formules 
(CXXIII), (GXXIV). 



CXXXI. 
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CXXXl (sum:;. 


in — €-2 : — kk , m = 62 ^ kk . 


T Jy 
J lyvi 


COo (Oj 


/-J/Y 
^ T"' 

e>> o, / — ■—= = - 

A, -v^A 


J VY 

r'"'- dv 


€■2 <C O, 


/ • ClV 

A, " 


Oj] tL>;j . 


ou ti)], W 3 sont formes au moyen de ei. € 2 , ^3 comme dans les formules 
(GXXV), (GXXVI). 


CXXXIL 


z 

y 


Substitutions lineaires. 

(u. 



4B33 

-!- 6 C 3 ”--i- 4D3 

+ E 

= *A( 3 - 

^x)(^- 

-^)(0 


4 r' — 

^2r- 

-03 = 40 ' — e 

aXr 

— «P)(r 

— ey), 



S -1 ~ 

AE- 4 - 3 G 2 -~ 4 BD, 

0 3 - 

= ACE-+- 

2BCD- 

AD2- 

-EB-2~ G^ 



{: Zp 


I Z" _ 

iZp 

^3 

dy 


= 5 p -4 

A— jrZp 

y = 

7 "5 ”i“ 

04 4; 

1 j 

; — 

v/z 

-/y’ 


JK — — T (^? — T 

4 ‘ 


'Z Y = ^ A - A z?)^ v^z. 


( 3 ) A^o. 

L= ( 3 ,- 33 ) (^.--= 0 , M=( 3 ,- 3 ,)( 33 - 3 i). A =(;i- 3 ,)( 3 o- 33 ), L = M--N 

(L2-4-MS + N2), «-3= (L + M)(L^N)r.M-Nj; 

‘j*4 

G Al a 

= 7 *4- ^a^v) = — [(-p 4" -^X) (^a 4- j — ^(^X^p 4- ^tx^v)J, 

A A , , 

= — (- 3 X — 2 p) (-fx — -v)j = -7 (-p. -p)<-v — -x)j 


A 


ea — V(-^v — -p)(-X— -p.j. 
‘4 


T. et M. - IV. 
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CALCUL INTEGRAL. 


CXXXII (suite). 

( 4 ) A = o. 

Z = az^ -r- Ibz’^ -H icz + d= a{z — .s^,) {z — z^) (z — z^), 

= I (6- — ac), ^3 = -L (Satie — a^-d~ tti-'), 

= ep=iz;', ^r=^z^:., 

a a a 

<?y — ^ — -^p): — <^j3 = 7 ('Sp — 

CXXXIIL 


ow Z c/w troisieme de^re et admet trots racines reelles 

Zi>Z 2 >Z^. 



ou toj, tu3 sont formes au moyen de 

(GXXni), (GXXIV). 


ej— < 9.3 — 

4 

Zi — .^3 

'r‘- dz _ 'r“ dz _ 

^1, <?2j 63 comme clans les formules 


cxxxiv. 


Z=4^(l— .3)(l — 715). 




TABLEAU DES FORMULES. 


U 7 


i> n> 


71 < o; 


7i> o; 


o>n> 


CXXXIY (suite). 

o: 3 61=2 n , 362=2/2 — 1, 363 = — I — /I, A*2 = /2, 


1 



n 


36i = I — 271, 362 = I -f- 72, — 2, k~=^ 


1 



n 


Z — 4 '^^! — nz^. 


36i=71-{-2. 3 6o=72 — I, 863 = — 2 72. — I , k- = 

n -f- I 



i; 3^1 = 1 — Tlj 362 = 1 -1-272, 363 = — 2 71, k- 




dz __ ^ 

I /z i “ i 


x(-n), 



tai = x(n-n) ; 


I -h 72, 



CALCUL INTEGRAL. 
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CXXXIV (suite). 

7^< — i; 3e, = 1 — n, 36. = — 2-», Ses = 1 + 2 / 2 , k'‘ 


T ’ — - - / — - = - = ^ 

.L iv/zri 1 /Z 1 ' 

./, wri i/zr V - ) 


cxxxv. 

Z = (i+^=)(i-/t2.=^). 


/l2 


h o: 3 = A" -r- *-^3 86-2 — >3 2 ^ 3 J _J_ y^2 

1 

dz 


rh dz W3 


i I 1 v/ 1 -+- A- 


I 


ll/z| 




K: 


I v/l + A 2 I 


Z = (i-x; 2 )(i_A 2-). 

I > A > 0 : 3^1 = 2 — h-^ = 9J1- — 1 , 3 63 = — i — A^, /c- = A-, 

1 

r' A';; r’^ dz __ W3 _ 

i !v/zri i iv/zi 

I 

A>i; 3^1 = 2^- — I, 3^2—2 — A“, 3^3 = — I — A^, A^ = — , 

1 


/A _ 7*“ dz __ _ I r*^ 

..( !s/zl”i |/zi““'“A ’ i l/z| 


- “ii* - 1 K'- 
i ~ h ■ 


Z=(n-32)(i+A2^2). 

i>A>o: 3ei = i-T-A2, 3^2 = 1 — ^A2j 3^3 = A- -— 2 , A- = i — A- 

dz 


f 


'0 l/z 


= ioi = K; 


ky 1 : 3 et = I -i- A-, 3 62 = A^ — 2, 3 63 = i — 2 A-, A- = 


A2 - I 

A2 • 


r 


.1 Iv^i 


I 

= tOi= .tK. 


Dans tons les cas, on suppose K = x(A2), K' = x([ — A^). 



CXXXVI. 


Cas OIL Z est da troisieme degre et adniet une seule racine reelle z^_. 



ou toi, t03 sont formes au moyen de ei, 62, comme daas les formules 
(GXXV), (GXXVI). 


Fig. C. 

Plan des u. Plan des z. 



Dans le plan des .s les valeurs entre crochets correspondent au plan des a \ 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 
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CXXXVII. 

Cas oil Z est du quatrieme degre et admet quatre racines reelles 

> ^2 > ^3 > 

A>o; ej — e3 = |AL, e, — e2 = JAM, e2 — e3=’AN, /.■2=5, 

'r‘ dz _ ' r' ds _ ^ , 'r'- dz _ V" dz ' dz __ 

d=, lW\~Jz, ll/z|~ Jz, \\/Z\^J,, |/z|"^J_„lv/z| 

M 

A<o; ^3 — ei = |AL, — ez — e^ = \kM, /:2=~, 

A !7z'i ~ A iT^i ~ iWl iWl ^ \W\ ~ 

Dans ces formules et les suivantes (CXXVJIJ), coj, 0)3 sont formes au 
moyen de €1, <225 63 comme dans les formules (CXXIII), (GXXIV). 

CXXXVIII. 

Cas ou Z admet deux paires de racines imaginaires conjuguees. 

rL-.^>o, ^ > o, -i-^o^^3-+-^4; A>o. 

ei — e3 = iAL, 61 — 62= 7 AM, 62 — 63 = 7 AN, /c2=:J^. 

a /I /I I . 


(I)- 

Fig. D. 

/*/an des u. Plan des z. 



Dans leplan des;? les valeurs entre crochets correspondent au plan desw; 
dans le plan des u elies correspondent au plan des 



<3 = -^1^3— “ 3^3 — !/(-Sl— — ^(z, — Zi)(Z,— Zj) 
Zi -f- Z2 ^3 ^4 



TABLEAU DES F0RMULE5. 


FDI 


cxxxvni (shte). 

('i) 



Pour la determination de sfZ dans ces inlegrales. voir n° 60 - 4 . 




; == -I- 2 /•2(i — ‘2 cos- 6 ) 32 - 4 - /’i 3= (z--^'irz cos^-^7'-)(z- — Q.i'zcoi^-^r-), 

r > Oj o < 0 •< • 



Dans le plan des 3 les valeurs entre crochets correspondent an plan des u: 
Ians le plan des zi elles correspondent au plan des 3. 

Dans le plan des 3, on a omis, pour ne pas charger la figure, d’ecrire 
, _ 1 ( ^2) = ii -3 ^ rintersection de I’axe des quantites reelles 

;t de la coupure. 
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CXXXIX. 

Cas oil Z admet deux racines reelles deux racines 

imaginaires conjuguees; > o. 




'>2 ^ ryll 

— ; s = --7 Zp : 

-4. I A ^ 


= “ [(^1 — ^3)- — (^1 + -^3 — 2.^2) (^1 H- -^3 — 234.)] ; 

Dans les formules suivantes wi, 0)3 sont formes au moyen de <2i, e^, 
comme dans les formules (GXXV), (GXXVl). 


A > o; 
o>i; 


A < 0 ; 
0 > i: 


AT — * — 

•2 -^4 0 

^2 “H 

-34 8 

111 — 

< > 

I — 0 

IH- 

0 ’ 

1 

’r-^" dz 

r” «?- 

OJ3 -f- CO 1 

Iv/z 1 ^ 

L lv/z| 

' Xj/zl 

2 

‘ dz 

'r- dz 

0)3 — tOi 


iv/zr. 

L iv/^i 

“ 2C ’ 


‘ _ 

7^” dz 

tl)3 W j 



K, l/zi 

— 1 

2 


dz 

■p dz 

__ CO3 — O), ^ 



L lv/Z| 

2 f ^ 


' dz 

7-^” dz 

dz 

CU3 - 1 — COj 

I 7 zl 

K i^/zi 

L\m 

~~ 2 

dz 

■r-- dz 

OJ3 tOi ^ 


1 /z 

1 lv/z| 

2 i ^ 


M = — 

2 - 7 - .34 0 

, ^2 — 

>N 

-4O 


IH- 0 ^ 

fli = 

I — 

“in — 7 
• 0 

' dz 

'n dz 

0J3 — l— (j(jj 


i/zr. 

L 1 /z 1 

2 


* _ 

r" 

r-' dz 

_ 0)3 COi _ 

Iv/zj 

l/z| 

J_J/z| 

2 i ^ 
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CXXXIX (suite). 


j: 


dz 

_ 'r 

W3 - 4 - (.Of 

Iv-'z; 

J. x/z: 

— ? 

dz 

_ 'r‘ dz 

tJjo tOj 

:v'x, 

A :/z; 


dz 

_ r dz 

W3 -r- to I 

!v/z| 

J. \Ai 

'2 ’ 

dz 

- r”-"- 

dz fJ3 COi 

1 v'z I 

X Iv^zi 



CXL. 

'ystitiitlons quadratiques dans le cas oil Z est dii troisihnie degre 
et ad met quhine seule racine reelle, ^2* 

Z = a(z — z,){z-z.^{z — zi)\ >o; 

<z{z)=z^-- a-25 -2 ( = 1 4- :a) - -1-3 = (- — Ci) - r,) : 

(- — -i ){- — dz _ d.r 

X = , , 

^ vZ yaxix — Xx){x — ^’3) 

\^ax( T — ;r, ) ( X ~ x-^ ) _ {z — liM z — '^g) 
v'/Z " ^ 

{X — Xi) {X—X:^) = (3^-f- :;i-H^3)2— 'h' 

^1 = 2 — - 3 , ^3 = 2 ^3 — -1 — -3 ; 

Si > -2 > S3, > O > :r3; 



— S3 -2 Si j 


X 

— X, x^ ip cc Xx ~ x: 


Sgn cp . 

^ — — - 4 - 


dz _ dx 

I y/Z I ' \\/ axi^x — x{){x — J73) [ 


faut prendre le signe superieur ou le signe inferieur suivant que -cj est 
rintervalie S3*--Si hors de cet iniervalle. 
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CXLI. 

Substitutions quadrat iqiies dans le cas oil Z est du q iiatrieme degre 
et adniet soil une paire, soit deux paires, de racines ijnaginaires 
conjuguees. 

Z = A(^ — z{){z - z.) {z ~ z^{z - zt,): z^ -3 imaginaires conjuguees. 
Aj = A ( ■?! ^3)“? 

cs [z ] = (' Jo J4 — ^1— ^3) -i- (^1 ^3— '^•2 ^4) ^ - 4 - (^1 -+- -^3) ^2 ^4— (-2-i- -^4) -1 ^3 • 

(z — Zi)(z — z^g) dz 

^ — -1 )(- — - 3 )’ y/Z \/AiX(x — Xi){x-~X^) 

\/XiX(x — Xi)( x — x^) _ 

y/Z — - 23 )' 

( 0 - 


Jl -T- -33 > Jo ^’*1 

'z(z) = ( Jo -+- J 4 — Jl — J 3 ) (-^ ?l) ( -^ C 3 )} 

(x — Xi) {x~Xz)(zi^^z)' 

= (j. — J3)2^2_^ '2[‘2( Ji J3-I- ^ 2 ^ 4 ) ^3)<'-2-+- ^ 4 )] ^ H" (^^2 — 



Jo -4- J 4 > Ji -H J 3 ; 


-^2 "{“ J 4 Jl "f~ J,') 7 ^1 ?3* 


— CO Jo K-i 

J 4 -f- 00 

CO Jo ^3 Jij. “4“ CO 

X 

I Xi 0 Xs 

0 I 

I 0 X:i 0 Xi 1 

— — _j__ — 

Sgncfj). 



Lorsque Jo, J4 sont imaginaires, on doit ies efFacer, dans ce Tableau, 
ainsi que Ies quantiles o qui leur correspondent. 


(2). 


Jj -+■ J3 __ Jo - 4 - J 4 5 




- 2-4 <-1-3* 

J2J4> J 4 J 3 . 

X 

Sgn o( j). . 

Jl -T-J 3 

CC — f- CO 

2 

I a ?3 I 

1 — -4- 

CC +00 

2 

1 Xi I 

_}_ _ 


I 
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CXLI (suite). 

( 2 ) [suitel- 


■52-^4 <C -^Sj 

r= I, 

= 

(>32 

(^1 

-33)2' 

^2^4 > ^1^3j 

^3 = 1 ) 

ari = 

(^2 

(^1 

— 23)-* 


CXLII. 


3 1 1 029 


'f* dz _ dz _ _ 

Jo I — Ji I ! 

'f' = T ‘ . . = 0,927038 


CXLIII. 


dz \ ^ 

—1 ) == R(.s) = a^z'* -h 4 ^ 1 ^^ 6 a 2 Z^ -i- 4<^3^ -r- <^ 4 ; 

duj 


g ' 2 — 3 < 1 X 2 4 ^3 ^0 ^4? 

^3 zzz^xaxa^ctz^ dQCi^cLk — — ciQCt\ ; 


^2 ^ 2 {X? 3 <Zq dx CL-i — i- iXo <X3 

pu=-^—; VV=— -j= ; 

eliilZPX _ ^ _ _L [? « + ?p _ - p)] - ; 

2/5; P^-P^' «o v/«o 


24 


— — 2ai5 — (Xs]; 

/^o 

\ W(z) = ao^--h2ai5H-<X2 = pa p(a -f- 


ces formules la determination de v/<Xo est fixee arbitrairement. 
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CXLIV. 


[i! ^ «.)1 . + -^- 


♦ 3 ! Go f ■ " -^ ‘-^ «i f ' r — c" — ttiU — c ( ^ -+" ^ ) ? ^ 5 


/• cs rf; , r 
. ) flo / -7= -i- I 

■ J /R{-) J 


-i-3fli r -'" -!- 3 ao ^ = c'" — a3M+ 2v/R(i:); 

‘j v/R(-) J /R(^> 


^ j ao(''-H ■2)Jr^3-i- aCar 4- 3) <*1 J,.+2 -1- 6(7' -1- i) floJr+i 


2 ( 2 r -f- I ) ct;^ J/* -I- r<24 J -1 — -V ^ y^K ( '5 j , 


= - ; Rj (2?) = -T- -f- 6a^x^ -h 4^i x -+- ciq; 


^Ri(x) =x’^\/R(z): 


/ x^ dx 
v/R,(a;) 


Dans ces formules, /’ est un norabre quelconque; c, c', c", c'" designent 
des constantes arbitraires. 

CXLY. 


<^ga _ gg - __L_ 7^—1 o 

i2el — gi' dgz vie\~ g,’ ^ 

] ia/:2/7’2(ei-e3)^ “ «6 g ’ 

I ^ A-t— 3 £2 , W2/-2. 

! <7„-3 a/cU-'Het-gs)^ 8 (j> •' 
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CXLV (suite). 


4 ) 



I 

K-f- 

I 

E - ' 

K'- 

” 

2X 

2X(I — X) 

’ d'A 2(1— X) 

dE __ 

i 

K-i- 

— E 

dE' _ \ 

K- 

dy. 

2X 

2 X ^ ’ 

d'A 2(1 — X ) 




d7.' ( 0 ) _ 

1 [Z'(o') -xp 



2X( I — X 
I 

2(1— X ) 


( d'A. 2 2x(l — x) 

Dans les formules (4-5), K designe la fonction x (x) de ia variable x. 


6 ) 


:7> 


dy.^- 

d^-E , .dE dR' 


_i ^--L- 

B == 2 ^ (j* ^ - Tj 


dv, 

!- ^ 
J - 

X 


A = S'* WaJ'-, 




dA 






r}B 

^7 


24 


' (y — 0^ 7 


r)c 


M4y (y — 0 ^ ^4 c(7y — 4) — A — o; 

Ma/O' - ■) ^ - '^4 ( 7/ - 4 ) ^. -h a = o. 


()2r 5 ; _ 9, 1 

yO - ^ dy "'144’*“ 


144/(7 - ') ^ -+• 24(19/ - '“) + '69c = o. 


(1) 


CXLVi. 

,6^1^=:-! yra 7"-^ -I srl « ="- [ i + A o"-!! “- ] 5-'2 = 


C? 2 

c)y 


16C ^ + 1 5-3] 7; 

dS'3 

I l6g ^ =- 7« -i- i- 7i -[TVi?2«- 

1 ,6g = |^,72;-|o°-3«7a-i-[-|ea-EK"'^“-]o”-2 7a; 


rS; 


-E', 

y 

E', 


-^!-K’ 
' = o. 


(2) 
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CXLIV. 



/* C ^2 


j v/H(^) 

r -c/:; , 

r«i . ^ 1 

( 2 ) 1 — -=-r = C'- 

J v/Ri-) 

1 — 

j>i 

4 

^:1 

r s^-cis r 

''' “V ' V v/R(^ 

n / 

- / i « / . _L_ ^ /Y . f 

rs^-dz 


v/rT^ 


'1 I , (fiic-i-v) 

= c" — aili — s ( ^ 5 

— ■ ' — = c " < 3^3 U “ 4 “ 2 \/H. ( -S ) ^ 


5 ) 


J 


J,.= f^’ 
J v/R(^) 


j ao(r ■+• 2 )Jr+ 3 -^ 2(2 7 ' ■+- 3 )ai J,.+. 2 + 6 ( 7 - + i) a»Jr 


r 

X ’ 


-H 2(2rH- i)<3t3 J/.-+- ra4J;— 1 = ^\i{z ) ; 

Ri(jr) = -f- 4^3^'^ "1“ Qia^x*^ -h [\aix -f- 


i^) \ 


/Rj(^) = x’^\/R{z): 

J z^' /H(I) " j y/RuF) 


Dans ces formules, rest un nombre quelconque; c, c\ c\ c" designent 
des constantes arbitraires. 


CXLV. 


i i.i 


I'a) 


i dU^ 

I 

j 

1 ogi 


d ^2 ~ i-iel — gi’ dg 3 ~ I 2 ej — 

. (2 — /c^)(i— 2 / 7 ^)(i 4 -A:^) _ _ 9 _ £3 
12/72 /c'-(ei— 63)2 ifj g 


— , (a=i, 2 , 3 ); 

02 


{e,-e,)k^k'\ 


A-i — A- 2 -^i 
%k^k'--{e,-e^f 


3 gi 

8 g 


(ei-e 3 )A' 2 A' 2 ; 


( 3 i 


, n < 7 “a , « 

32 ? ^ = g^s'na — 

n dtOjj 

321 ) ^ = 95-3 t»a— 6^2 »ia, 

^C? 3 


64 § ^ =^l' 9 a — ■|g' 2 <r 3 “a, 
64 g^= 5 -l“a-i 85 - 3 na- 



TABLEAU DES FORMULES. 


CXLV (suite). 


■ K-f- 


4) 


^ ___ 

db/. " ' 

= K-1 E, 

dy, ‘ 2 x 


dy 


1 

_ ic' 

I 

dy ~~ 2(1 — ■/ 


2 x(l -- 

dE' _ 1 

_ K'— 

[ 

dy. 2(1 — ■/ 

[Z'(o) -x ]2 
ay.(i — y.) 

0 

2(1 — Z 


Dans les formules (4-5), K designe la fonction x(‘/.) de la variable */.. 

d^K , .dK . r/2K' dK’ 

+ ( 2 X. - I) ^ + i K = o, V.(-. - 0 ^ I) ■ 




6 ) 


J = 


i6C(’ 


dv^ 

d^ 

dy^ 

A == 


' dy ' 


\ 1 


L- 

B = ‘2 ^ ^ 


(^A 


B 


r)B 


t 1 


A 


24 ys 


y“^ (y— o’'^ 


y)c 

'i 4 y(y-i)^ +240(77-4)- A = o; 
r)2 \ . dA 

I 44 y(y — 0 ^ + -^ 4(77 — 4 ) A = o, 


ycy-i) 


B 57—2 de 


4/^ 


6 dy ^ 144 ® 


d^o . s . 

i44y(y— ')^+ 24 (> 97 -“>) ^ -H 1690-0. 


CXLVl. 


dy. 


• l-E' 


(0 


, 6 (J fi- = - 1 \ M ^'- [i + u - » 3 


da' 

d^ 

da 


-P- 

^ d^3 




[ i 6 g = — I g-jCfa-H tg"! «='a — [lW 2 “'+ 4 = 

( 2 , ) ^ 

/ leg =|^, 5 'a — 


167 


-E’, 

E', 


-f-AK'=o, 

= o. 
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CXLVI (suite). 


(3) 


(4j 


(5) 


( 6 ) 


64 ^ ^ = — ^iMp-f-^iS+l 8 ^ 3 SP + 9 P'# 3 — 

64 fj = i8o°-3«P — i8^3?— I2J'2?P — 6^2P'+^|m; 
( 643 '-^ = (^h« — 18 ^ 3 $) p'+ 6 i? 2 ^ 3 - 1 - 2^1 P — 36 ^ 3 p 2 , 

I ^^2 

64 () ^ =(12^2?— l8^3M)p'+2^^2p2 — 36^3p— 4^2; 

I C/^3 

I ^ = [?o°-|“- 9 ^ 3 C]^ia~ [jS-I - 9 S’ 3 (ea-i-p)]^oa, 

I ^ = [—9^3 M -1-6^2 ?] $oa -+-[9^3 — 6^2(ea-^-p)]?oa; 

I 3^5 ^ = [2^2“-9^3?]^ko-+ [i^2-9^3(Ca + P)]?ao, 

I 32 0 = [ — 9^3^^ -i- fijf’t] I'ao ■+• [ — 9^3+ 6^2(ea -)- p)] ^ao ; 


I 32 0 ^ = [ i — 96°-3 ?] ^'py + 9 o°-3 ( «r — ep ) 

I 32 0 * = [— 9 ^ 3 ^^ - 5 - 6 ^ 2 ?] ?py-+- 6 ^ 2 (ep — ey) ^py ; 


! “('-«) 

(g] [i 4Z'(K) Z'( zi) — X cn2izZ(w)-4- x snw cnw dnw]. 



NOTE. 


Determination de la fonction inverse de an moyen 
des formules CXXVfll et GXXIX. 

Reprenons toutes les notations et conventions du Tableau (GXXVIII), sauf 
celles qui concernent la determination de \J i — 35, 4 iog(^o-^ i — z\\ 
que, dans cette Note, nous fiKerons comnie il suit : 

Dans le plan de la variable Zq, du point o comme centre, avec un rayon 

egal a .-q — r ? decrivons un cercle, et pratiquons a Tinterieur de ce cercle 
I Po I 

deux coupures allant respectivement des points -hi, — i aux points 

, Dans I’aire inierieure au cercle modifiee par ces coupures, 

I po I I po I 

regardons la fonction \/ 1 — z'^ comme ayant sa partie reelle positive, et 

la fonction 4log(5o“i“ ^ comme ayant sa partie reelle comprise 

entre — tt et t:. Les valeurs respectives de ces fonctions, sur les bords 
des coupures, sont donnees par le Tableau suivant, oii les radicaux et les 
logarithmes sont reels et positifs : 

Coupiu'e de gauche. 

Bord superieur. . . -hf\/^5 — i, ~ s/ zl — i), 

Bord inferieur. . . . — — ^5 'ic-hflog( — Zq-\-\/zI — i). 

Coupure de droite, 

Bord superieur. , . — i\/zl — i, — i log(-3o 

Bord inferieur. .. . -hf\/>So — i, -h Uog(^o O* 

Pour .30 reel, compris entre — i et -f- r, la fonction ^ log (.3o ^ —'^0 ) 

coincide avec la fonction arc cos.3 definie comme etant comprise entre o 



calcul integral. 

et z. Dans i’aire du cercle, modifiee par les coupures, cette fonction est 
holomorphej ainsi que la fonction 

€t que ia fonction 

_ 2X(P^)lo g( ^o-^ — a \/\ Sq ^ 

io \Jii — - 3 (^+X)" P -3(1 

puisque So est une serie entiere en ^0, convergcnte dans le cercle et sur 
^a circon ference< Nous designerons par 1 ^ second incnibie dc cette 

formuie, ou il est bien entendu que / 1 — ^5 et -r log(^o‘-i- V ^ ~ 
le sens qui vient d’etre precise. Si Ton regarde alors comine la fonction 
de p qui a ete specifiee dans le Tableau (GXXVlIf), u ~ F(-Go) dovient une 
fonction de p que nous designerons par cn posant p — y , cette fonc- 
tion est parfaitement determinee pourvu que la partie reclle de IIq ne soit 
pas nulle, et Ton a identiquement p(itp7) =JK. 

Les trois equations concordantes 


I 1 — Ho 

Po i-hHo' 


y = pu, u= F(^o) 


etablissent une correspondance entre les trois variables y(ou. p), Zq, 
correspondance qu’il est aise d’approfondir dans les quatrc cas du Ta- 
bleau (GXXIX) (72, 73 reels). Dans le premier de ces cas, la fonction apj 
coincide avec la fonction argp/ definie au n° 591 ; il aurait etc facile d’e- 
tablir la coincidence entre les fonctions apy ct argpj/ (n'' 594 ) dans le 
troisieme cas. 

Quoi qu’il en soit, dans les quatre cas du Tableau (GXXIX), par les for- 
mules precMentes, au cercle et aux. coupures du plan dcs ^0 correspondent, 
dans ie plan des^-, un systeine de coupures rectilignes ou circiilaircs qui 
passent par les points Sj, £2, £3 et, dans le plan des le contour d’un rec- 
tangle egal en surface a la moitie d’un parallelograrnme dcs jicriodes et 
symetrique tantot par rapport a raxedesquantites reellcs, tantbt par rapport 
a Faxe des quantiles purement imaginaires, Sur le contour dc ce rectangle 
se trouve le point 0 qui correspond au point i du plan dcs^o point oo 

du plan des j. Aux points intcrieurs de ce rectangle correspondent d’une 
facon univoque les points du plan des non situcs sur les coupures et les 
points du plan des Zq qui sont interieurs au cercle sans ctre situcs sur les 
coupures. Quand le plan comporte des coupures circulaircs, dies sont 
situees sur le cercle de centre qui passe par les points £1, £3. 

Les figures schematiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre 
cas, cette correspondance. Pour plus de clartc on a separc les Lords des 
coupures et i’oii a entoure les points critiques d’arcs de ccrcle infininient 
petits que Ton regardera comme continuant les Lords des coupures. Dans 
le plan des Zq, au cercle infiniment petit decrit du point i comme centre, 
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orrespondent approximativement dans le plan des u un demi-cercle infi- 
liment petit decrit du point o comme centre, et, dans le plan des j, un 
;ercle de rayon infiniment grand, que Ton regardera comme embrassant 
out le plan et dont on n’a figure que I’aniorce, vers -f- cc, ou — cc, suivant 
es cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle iimitent des 
.ires simplement connexes qui se correspondent point par point et oil les 
onctions F (zq), iipy, pu sont respectivement hoiomorplies. Une fleclie 
ndique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i, 
iz CO, o, suivant qu’il se meut dans le plan des desj', ou des u, pour 
uivre dans le sens direct le contour qui limite faire consideree sans ja- 
iiais traverser une coupure; dans ce mouveinent les trois mobiles se cor- 
'espoadent. On n’aura des lors aucune peine a distinguer la correspon- 
lance entre les bords superieurs et inferieurs, exterieurs ou interieurs, 
les diverses coupures des plans des ou des r et des diverses portions 
iu contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du 
)lan des on a employe, pour designer les points remarquables de la 
igure relative a cc plan, les memes lettres, placees entre parentheses, que 
30 ur le plan correspondant du plan des on a repete ces memes lettres 
)lacees entre crochets, a cute des points correspondants du plan des a. 


T. et M. — IV 
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g > o ; M > 0 ^ So > 23 ; T2 > Y.‘J 

[FofVCXXIII CL cxxvni, cas l. | 


Plan des 



Plan des u. 



^.(D, 




Plan des y. 



u ~ 6)^ t -r <1)3 F ; 0 < ^ < I , — I •< I' ■ I . 


f est de signe contraire au\ coefficients dc i dans y el dans ^o- A. deux 
points r doiit les affixes sont conjuguees correspondent deux points xsq: 
oil deux points u, symetriques par rapport aux axes des quantiles reelies. 
Au cercle du plan des / decrit de Sj comme centre avec un rayon k' (zi — £3), 
cercle par rapport auquel les deux points £3 et £3 sont symetriques (n'^ 559 ). 

correspondent dans le plan des le diametre qui va du point — ~ au 
^ r 

point et, dans le plan des le segment qui va de — i- to-, a ~ — CO3. 

Au segment indefini du plan des j qui va de £1 a -4- '-c correspondent, dans 
le plan des ie segment qui va de (si) a + i, et, dans le plan des u, le 
segment qui va de o a oji. 
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[ Voir CXXIV et CXXVIIL cas \ .1 


Plan des Plan des v. 



Plan des u. 










u ~ (Oj it - - CO., t' — i < ^ 1 , 0 •< it' ■< i . 


t a le signe du coefficient de I dansjret le signe contraire an coefficient 
de I dans A deux points y dont les affixes sont conjuguees corres- 
pondent deux points d’affixes conjuguees et deux points u symetriques 
par rapport a I’axe des quantites purement imaginaires. Au cercle du plan 
des y deceit de £;j com me centre et par rapport auquel les deux points £i, 
So sont symetriques, correspond, dans le plan des jjqj diametre qui va 

du })oint ~ au point — ~ ? et, dans le plan des u. le segment qui va de 
po po 

— — — a oj] — ~ • Au segment indefini du plan des y qui va de — x 

a S3 correspond, dans le plan des -Gq, le segment qui va de i a (S3), et, clans 
le plan des it, le segment qui va de o a — tos. 
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(j<o; 


[Voir CXXVI el GXXVIII, cas IV. ] 


Plan des Plan des y. 


/ (£0 


/ 


U«;)L:=:=3'. 


(£2) 




3o= aan§^, 


m ~ z-y — 


^ 2 i sin lb 


( m' ) = cot “ ? 

(Sl) = ZCOl 


(//l') = — cot •"? 


(Sj) = - fCOt -4 


Plan des u. 

y(aj3-cui) a >3 •j(fjj .f3''jj3.) 

O |) (•£jJ(- 0 j,+ Cu 3 

1 

M [m;j 


|•{al,-a)3) w, ^(o-a+soj,) 


= ( Wj -T- i 4 - - ( 0)., — o)j ) ^' ; o < Z < I , — I - t' • ' I • 


est de signe contraire aux coefficients de i dans y ct dans ^0. A deux 
points j" donl les affixes sont conjuguees correspondent deux points Zo 
ou deux points u symetriques par rapport aux axes des quantitcs reellcs. 
A deux points y de merae affixe, mais situes sur les deux bords d’une cou- 
pure circulaire aiiant de 77 i k ti ou a £3, correspondent deux points .00 sy- 
nietriques par rapport a i’axe des quantiles purement imaginaircs etdcux 
points u symetriques par rapport a toj ou a W3. A la partic non figuree du 
cercie du plan desjy, de centre s.,, qui va de Si a 03, correspond, dans le 
plan des -o? 1^ diametre qui va de (si) a (£3), et, dans le plan des u, le 
segment qui va de toi a toa. Au segment indefmi du plan des y, qui va de 
£2 a — CO, correspond, dans le plan des zq, le segment qui va de (£2) a i, 
et, dans le plan des u, le segment qui va de Wj 4- 0J3 a o. 
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y<o; Ts'^-O- 

[l oir CXXVI el CXXVIII. .-as IV.] 
Plan cles Plan ties y. 

(£^) 'x '■ 

'\ \ -i-CC i 

< I 

'/ ' 

-3 




( n / 


■io = i tang ;■ , 
‘I 


(' ) = cot J 

4 


(mj) “ — cot ~5 

4 


( Sj ) = — i cot : 


(z^) — I cot y-, j 


des u. 


— j(0J,+ ljL»3) 

0 


\~\pA 


[m]] 

-^3p [Caj 




_iW__ 


jC'"r3aj3) 

Co t“ 'JJ3 



t est do meme signe que le coefficient de i dans et de signe contraire 
coefficient de i dans Zq, A deux points }% d’affixes conjuguees, corres- 
ndent deux points symetriques par rapport a Taxe des quantites 
elies et deux points u symetriques par rapport a Tune des quantites pu- 
nient iraaginaires. A deux points j^de meme affixe, mais situes sur les 
irds opj)Oses de la coupure circulaire allant de m a £i ou a £3. corres- 
ndeiit deux points ^0 symetriques par rapport a Taxe des quantites pu- 
ment iniaginaires et deux points u symetriques par rapport a toj ou 

— 0)3. A la partie non figuree du cercie decrit de £2 comme centre dans 
plan des j, allant de £1 a £3, correspond, dans le plan des Zq, le diametre 
i va de (si) a (£3), et, dans le plan des le segment qui va de toi 

— 0)3. Au segment indefini du plan des y qui va de — cc a £0 corres- 

nd, dans le plan des segment qui va de i a (£2), et, dans le plan 

s le segment qui va de o a tui — 0J3. 
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Le lecteur trouvera dans le texte, au Ghapitre IX, tout ce qu’il faut pour 
etablir ces divers resultats qu’on a cru pouvoir ici se conteiiter d enoncer. 
11 observera aussi que, dans les quatre cas, la fonction sj l\y ‘^ — 
assujettie a etre positive pour un point d’affixc tres grande ct supposee. 
s’il y a une telle coupure, sur le bord superieur dc la coiipurc recti- 
ligne qui va vers -r- 2 c, est holomorphe dans Ic plan dcs jk limitc par les 
coupures indiquees. Dans ces conditions on a, on deux points correspon- 
dants, 

p'u = — v/4r* — str — 0 3- 


et. en supposant que le chemin d’integralion ne traverse aucunc coupure. 


«P/l — "PJKo ~ J 


dy 




■ ■ 


PREMIERES APPLIC.4.TI0NS 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE I. 

PREMIERES APPLICATIONS A LA GEOMETRIE 
ET A LA MEGANIQUE. 


§ I. — Longueur d^un arc d'ellipse. 

647. Solent a et b les demi-axes de I’ellipse ; supposons b. 
Nous prendrons, pour origine des arcs s de I’ellipse, I’une des 
extremites de son petit axe et nous orienterons I’ellipse a partir 
de cette extremite dans un sens determine arbitrairement choisi. 
Si Ton met les equations de I’ellipse sous la forme 

X = a sn li, y — cn u, 

en se reservant de choisir convenablement le module A', et si Ton 
fait varier le parametre u de o a K, on obtient la longueur I du 
quart de I’ellipse. Soit s la longueur de Tare de Pellipse corres- 
pondanL a une valeur de u comprise entre o et K; si Ton designe 
par ds la differentielle de cet arc, les formules (LXVIII), (LXIX) 
donnent la relation 

sn- aj dll-, 

que Ton peut ecrire, en prenant pour le module k V ex cent r kite 
de I’ellipse, 

ds’'- = a’'- dn^ ii{\ — A- sn^ u) da- = da- ii du - ; 

T. et M. — IV. 


ds’'- = {cC- cn2 u dn2 u-^k- sn’^ wdn^ ii) du^- = dn -2 ^ I i— 
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Oil a done 
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■ ^ 0 


u clii^ 


I — a 


■.K 

I dn2 


u dll. 


La valeur de la deniiere integrale se lit inimediatcmeot snrla for- 
niiile (CIIs); on a done 

/ 

:E. 


/ 

a 


La valeur de 5 resulte, dans lous les eas, de la formiile (GXV/, ), 
d’apres laqiielle 


X 


II 

dn2 dll 



(i — sn- ii) dll 


ii — /»'- 


' ii 

¥ 


Z'(o)- 


I 

Id 


0' 1 
'Wu \ ’ 


on en deduit immediatement, en tenant eonipte dc la formule 
(LXXIX{), la relation 


1 = z«[i — Z'(o)]h-Z(jO, 


que Pon pent aussi eerire (GIL, 5 ) 


C estce probleme de la rectifieation d\m are d’ellipse qiii a servi 
de point de depart aux reelierches de Legendre sur les ibnetions 
elliptiques; le nom meine de fonctions ellipiiqueSj d’abord em- 
ploye pour designer les integrales elliptiques, en lire son origine. 


648. Pour elFectuer im ealeul niimerique determine on prendra 

^ ^ cd~^>.b^ b- — ‘la- 

oa- 3«2 

de facon que soil bien egal a 'dzd: ; on aura alors 


, Clio, 


— ^3 


Tv '7' / \ 7)i E 

K = m,, Z(o)=— d=i_ 

3 wi K 

el I’expression de 5 pourra 4tre mise sous la forme fCIIO, 

(LXXVIIIO, 


5 

~ =z U 
a 


\ 3 Wj/ 
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qui convient au calcul. On fera usage des Tableaus (CXXIII) ou 
(CXXIV), suivant que a- est plus grand ou plus petit que 26=. 
Pour k- petit, on a, en negligeant /c% 


^ ' i-i 

~ = u k- f It - 

a ‘2 


I • 

- sin2 . 
/ 


§ II. — Longueur d’un arc de lemniscate. 


649 . L’equadonde la lemniscate rapportee a son point double 
comme pole et a son axe comnie axe polaire est, comme on sail, 

r- = a- COS2O ; 

on en deduit ininiediatement pour la longueur ds de Tare elemen- 
taire de cette coiirbe, la relation 

c/ 0 - a 


ds- = dr- -h r- d^- = a- 




I — 2sin2 0 2 I — lsin2'^’ 


en posant 


/• = acost}^j ^2 sin 0 = siii'i/. 


Convenons de prendre tons les radicaux avec leiir determination 
aritlimetiqiie ; convenons aiissi de prendre 5 = 0 et i = 0 pour 
6 o; on a alors pour la longueur I du quart de la lemniscate 
et pour la longueur s d’lin arc quelconque de la lemniscate plus 
petit que compte a partir de I’extremite de son axe, les formules 

/ - — - s - — T ' 

s/2 \/i v/2 Jq s/V— t sin- 6 " 

00 a, de meme, pour la longueur I — s d’un arc quelconque plus 
petit que I et compte a partir du point double, les formules 

, . T r" do 

l^s-a- I -—==L =a I ? 

Jo s/ct^ — J'’* J ^ __/4p3„4p 

oil Ton a pose 


‘ /*- COS^iI; COS2O 

De ces formules on deduit, pour 


ei = I 


e-2 = o, €3 = — I, 
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les relations 


FONGTIONS ELLIPTIQUES. 


= am 



sin = sn 





III. — Aire de Tellipsoide. 


6oO. Soil 


X- 

a- 



a > Z> > c > o , 


I’equation de Tellipsoide rapportee a ses axes. Groupons les points 
de la surface ou la normale fail iin meme angle avec I’axe des ^ ; 
a cet effel, posons 


on voit immediatement que tons les points envisages se projettenl 
orthogonalement, siir le plan des xy^ suivanl une ellipse de demi- 
axes, 



L’aire interieure a cette ellipse est egale a 
ou Ton a pose, pour abreger, 



done I’aire de I’anneau elliptique compris entre les deux ellipses 
qui correspondent a et a v est egale a 


r^ab 


dv 


d 9 \ 


1 aire de la partie de la surface du demi-ellipsoide qui se projette 
orthogonalement sur le plan des xy suivant cet anneau est, par 
suite, egale a 

T.abv -7- dv\ 
dv ’ 
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done enfin I’aire S du demi-eliipsoide est egale a 


S = 



dv 


dv. 


651 . Pour effectuer Pintegration, posons 

alors a la limile e == co correspond la valeur = o ; nous speci- 
fierons tout a i’heure la valeiir qui correspond a la limite d’in- 
tegration r i . Si nous choisissons Cy de facon qiie Ton ait 


— €) = I — 


c~ 
— : » 
a- 


ey — 




c- 




on devra prendre [ a i , v — 2, A = 3 pour avoir > ^..5. 

Dans ces conditions, on aura 


0 


C- 

P 


O.C- 



c- 

— ; 5 

a~ 


3 e?2 = 



3^3 = 


c- 

— ‘2 H 

a- 




♦ 


Qiiand u varie de o a co,, C3o(^^) varle de -f- oc a \‘e^ — ^3 < i : 
on prendra pour Ui la valeur de ii comprise entre 0 et i pour la- 
quelle on a 

C2 C2 , '2C- 

pwi-e3 = i, pwi — pz^i = -— , 


valeur pour laquelle c 
On a d’ailleurs 


: ^30(^0 effectivement egal a n- 1 . 


/ 


V -T- ^ 

dv 


^ ^ ’ 


en faisant dans I’integrale indefinie J A dv" la siibstilution 
o = on trouve de suite 

A = [^lo (lO - I] 

I A dv = I ((? 3 -r-I — pu) dll = (^3-}- l) ii-¥- const. 
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On aura done 




[ ( ; 3% ( ^0 - 0 ^01 ( zO ^02 ( zO ;30 ( ^0 - - 


It 




0 

Uy ’ 


la quantile entre crochets est une fonction impaire clc a ; si Ton de- 
veloppe suivant les puissances ascendantes dc u, on reconnait de 
suite que les termes en ^ disparaissent, en sorle quo celte fonction 
est nulle pour u = o\ d’aiitre part, on pt/, — C:, ost egal 

a I ; on a done linalement 


S = 'Kab [iLi'p Ui ^ 


§ IV. — Pendule simple. 


6S2. Considerons im point pesant, de masse dgale a i , assujetli 
a se moiivoir sur un cercle de centre 0, de rayon /, sitiic dans iin 
plan Yertical, Si Ton rapporte, a im instant quelconquc la posi- 
tion de ce point a deux axes Ox^ 0;:, dont Ic premier est hori- 
zontal dans le plan du cercle, le second dirige suivant la nadirale, 
on a immediatenient les relations 


-t- ^-2 = 


clx^'-^dz^ 


dt- 


= 'igz H- /?, 


dont la seconde exprime I’integrale des forces vives; V designe la 
vitesse du mobile a I’instant g I’acceleration de la pesanleur 
el h la constante des forces vives. On en dediiit sans peine qiie 
verlfie Fequation differentielle 

on les racines du second menibre sont en evidence. En afiectanl 
de Pindice o les valeurs des variables a Pepoque ^ = o, on a 



La racine second membre de Peqiiation differentielle, 

toujoiirs inferieure a /, peat etre comprise entre Z et — I on etre 
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plus petite qiie — /; puisqiie o.gZQ •+• h est positif, 3, dans le pre- 
mier cas, oscille entre Z et — — : le mouvement est alors, comme 

‘A g' 

on sailj osciilatoire ; dans le second cas, est compris entre I et 
— / : le mouvement est tournant. Nous excluons le cas ou, h etant 
egal a ‘igl-i I’integraLiou pent s’effectuer par les fonctions elemen- 
taires; dans Ics autres cas, pent to 11 jours atteindre ia vaieur /, 
et nous conviendrons de prendre Torigine du temps a un instant 
ou ^ est egal a /. 


653 . Pour ramener I’equation differentielle a ia forme normale 
nous ferons la substitution 



elle prend alors la forme 

4(z — ei)(z — e.)(z — «3); 

les racines e,, Cj, supposees telles que Ton ait e^ > e-2 >63, 
correspondent aux quantites — /, — I rangees par ordre de 

grandeur croissante, piiisque ^etz varient en sens conlralre; dans 
tons les cas I correspond done a L’integrale de Tequation dif- 
ferentielle est 

z = p(^-hX), 

en designant par \ la constanle d’ integration*, pour t = o^ z doit 
etre egal a Z et z a e,} ; X doit done etre congru acog, modiilis 
20J3 ; rien n’empeche de supposer A = (03, ce que nous ferons de- 
sormais. 

Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas. 
r* Mouvement osciilatoire. — On suppose 



puis, en se rappelant que z est egal a ^(^4-^3)) utilisant les 
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formules (LIX), (LX), (LXI) et en posanl pour abrtSger u ~ t , 

I — Z ~ — ~ [ “t" ^3 ) 0”^ -2 ^ i> 3 ^ ^ ® U " Itj 

I z = — f P + ^3 ) — ~‘it (1 n- 

S 

A = _:^ [p(iH-c03)-e2] = (/ + :/^') cn^«, 

X ~ s/ 1 - — z- = s/'xgl H- /i- ?03 ^ ^3 ^ = 2: Ik sn a dn u, 

V- = o.gz -f- /i = 4 cn- V = ' 2/1 cn it ; 

pour determiner le signe de la valeur de on a fixe le sens des x 
posilifs de facon que Vq soit posltif ; k est la racine carree posi- 
tive de A'-. 

Si I’on designe par 9 Tangle que la tige du pend ale fait avec la 

nadirale, en sorte que ^ soit egal a /sin 9 et a /cos 9, les for- 

mules precedentes fournissent ininiediaLement celles-ci : 

• ^ / ■ ^ . /v- 

sin - = A- sn cos - = dn u, a — ti / -r ? 

2 2 V ^ 

sur lesquelles le caractere oscillatoire et Jes proprietes de sjmetrie 
du mouvement se lisent si facilement qii’il nous parait inutile d’y 
insister: notons seulement que les positions les plus basses du 
mobile = /) correspondent aux instants 



que les positions les plus liautes (^z =: — ^ j correspondent aux 
instants 

« =(2rt-M)K^/ L, 

en designant par n un nombre entier, que Ja duree d’une oscilla- 

lion complete est 

que 1 angle entre la nadirale et la tige du pendule dans sa position 
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Ja plus haute n’esL autre que la valeiir a de 6 pour u= K: on a 
done (LXXII) 

Sin - = k. cos - = k . 

•A 2 


Pourles applications nimieriqiies on utiliserales formiiles (C^XIIF) 
oil (GXXiV) SLiivant que h est negatif ou positif. Si h est Ires 
voisin cle — 'igt on de + 2 on pourra se servir des formules 

(cxxir.o) 0Lr(CxxiiH). 

2"^ Mouvejnent toiumant. — On suppose 


on a alors 

“ 1 




puis, en posant cette fois 


Ll = t 




/-}- 


on trouvera 
l — z = 


2/^ 


‘2l^ 


= — I— [p(^H_to3) — ei] - j -f7> 


[p(^-hai3) 


"" 7 - 


.A) 

2^'/ 




[p(^ A- C 03 ) — c.] = 2 ll\^tr= aZen^zi, 


X = A I snu cii V = - / gl d n zz, 


sin - = sn zz, cos - = enzz, 
•2 2 


Le caractere tournant et les proprietes de symetrie dii monYement 
se lisent immediatement sur ces Ibrmules; la duree d’une revolu- 
tion complete est donnee par la formule 





FONCTIONS ELLIPTIQUES. 




§ V. — Pendule splierique, 

654. Soient j?: = /‘cosB, ^ Ics coordonneos d’un 

point pesant assnjetti a se mouvoir sur one sphere dc rajoii I donl 
le centre est a rorigine des coordonnees ; I’axe dcs r; csL dirigesiii- 
vant la nadirale. Soient V la vitesse du mobile, g racccicratioii de 
la pesanteiir, G et A les constantes des aires et des forces vives; 
ies integrales des aires et des forces vives 

^ c/0 ^ dr- r-d^- - 4 - dz- 

It = ^ 

et requation de la sphere r- -h = /- foiiriiisseriL immediatement 
la relation 

dont nous designerons, pourabreger, le second membre par ^{z), 
Convenons d’affecterde Findice o lesvaleurs des variables pour 
/= 0. Excliions le cas ou G serait iial, le moiivement etant alors 
le m^nie que celui d’un pendule simple, et le cas oii etant 

nul, seraitracine doable de o[z), le mobile decrivant alors d’un 
moiivement unifornie le parallele siir leqiiel il se troiive d’abord. 

Dans le cas general ou nous nous placons, cp(.-c?()) est posltif ou 
nul el, s’il est nut, 0 ( 3 ) est positif pour des valcurs dc I tin pen 
plus grandes que 0 ; la substitution dans f (s), a la place de dcs 
nombres — co, — /, /, H-co montre ainsi rexistence dc trois 

racines reelles 6, c placees comme I’indiquent les inegalites 

^ > -0 > ^ > ~ / > c, 

Fane des racines a, b pouvant etre egale a De Fidentite 
4- /z ) (/2 — .;;2) — c 2 = _ 2 ^( — a){z — b){z~c) 
on deduit d’ailleurs les relations 

a~b-rc = -g ab + bc+-ca = —l\ abc = -- - . 

® -2 g 

Comme a el 6 sont compris entre — I et + /, Texpression 
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- ah — 1 -, done aussi (« + h)c, est negative, en sorte que, c etant 

egatif, on doit avoir (*) 

(re -i- 6 > Oj > o. 

6oo. Dans Tequation differeiUielle qne verifie faisons la sub- 

tl til lion 

e nianiere a obtenir une equation differentielle de la forme 
\dt ) = = 4(Z — e0(z-e2)(z — e.), 

s racines <?o, ^3, supposees telles que Ton ait 
)rrespondent respectivement a c, 6, a, puisque ^ et z variant en 
ms contraire, et Ton a 

^ (a-t-Z> — Ac), ^2 — ^ 3 =: £j(a 

^ ‘ 2 ^ -}- C), 61 6^ = l^CC 

^3 = 1 Cl b c), ei — ^2 — ^ 

integrale generale de requation differentielle est 

Z = A), 

etant une constante arbitraire. En prenanl, pour origine du 
mps, I’lin des instants ou le mobile est sur le parallele z~ 
i a 

a = — il- p{l) -i- L (a -h b -h c); 
a ^ 

L en deduit que est egal a 63 ; X devradonc etre congru a cog 
lodulis 2 cO| , 2 (.1)3 ) ; nous prendrons X ~ cos. La solution de I’e- 
ation differentielle en z est 

Z=p(t -hO) 3 )> 

Voir pour la discussion, le Traite de Mecanique de M. Appell, 1. 1, p. 4So. 


- 

— c). 


IjS FONCTIONS EtXIPTIQUES. 

606. Avant d’aller plus loin, il convient de faire quelques ot- 
servations concernant les donnees. Si, oiUre ^cL on regarde 
ou a comme une donnee, les deux constantes /< eL c nc sont plus 
independantes et Ton doit supposer C- egal a /'j; vj, c’cst-a-dire a 
(2 -t- /i), d’oii 


sons le benefice de cette supposition, I’eqiiation (p(z) = o admet 
la racine«; en la debarrassant de cette racine, on trouve, pour 
Tequation que doivent verifier ft, c, Tequation 


dont on apercoit de suite que les racines sontreelles et separees 
par le nombre — mais a devant ^tre, par hjpotliese, la plus 
grande racine de o(-), on doit avoir 


a - — -h 




> o, rfi > 


S ' ' i . 


leeaslitniteouc^ serait egal a ^ eorrespondrait an eas liniite 

ou a serait une racine double. La quanlite c, que Ton pent evi- 
deniment supposer positive, pent prendre toutes les valeurs de 


'‘’i' « “ + les constantes du probl^me dependent alors 

de c. Une discussion elementaire montre facilement que C augmen- 
lant de 7- ^ a -+- 00, ft decroit de a a — a et c de — a 


-cc: A-- = 


a 

a — b 


__ ^ croit de zero jusqu’au maximum 

. / .To 


v//‘p -f- 4 a~ — /•() 


; j ^'0 

qu'il atteinL pour c = i .x ,• i ' ^ ■ jx 

^ y a ’ decroit jiisqu a zero; 

K et varient dans le m^me sens que /r^ Kde ^ a etr/ de o a o: 


cc. Le sens de la 


K' vane dans le sens contraire de + 00 
nation de 

“i = -7=L= =Kli/ ? 

vei — fis V ff{a — c) 

a%ec c n’apparait pas immediatement; mais il est clair que lorsque c 
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a depasse la valeur ~ , coj decroit el tend vers o qaand 

C aug-mente indefmiment ; an reste il est aise de Lrouver des ii- 
mites superieures de en se servant par exemple de la relation 
K << -—p (o“ 538 ) ; on trouve ainsi 


2 Wi ^ \/a 

7:1 ^ ' 


‘iro 


\/6W^ ■ 


{/(C2 — 4a ^•r2)2 -ui6^2;.6 


< 




Lorsque k- est tres petit, c’est-a-dire lorsqne C est tres voisin de 
grand, on pent se servir des formules (CXXII). 


657 . On peat ecrire aiissi 


b = 


?• /- ( ei — e:i) (e.2 — e-.i) 

cr 
* 

1 /- 


(£2 — 63) 


pl—e-i 

pt—e, 


pt — es 


■X I- \ P^ — £2 




■{a — b) sn-(‘2 K r .. 
( a — b) cn2(a Kr ). 
{a — c) dn2(2 K(5 ), 


ou Ton a pose v= Les valeurs ainsi trouvees pour z sont 

^ !i CO 1 t 

reelles, quand t varie de — 00 a -1- co. Quand le point t parcourt 
dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont o, Ci)^, 
co^ + CO3, oAj, on sait que pt varie en diminiiant constamment de 
-{- CO a — co; on conclut de la et des formules precedenles que ^ 
va en diminuant constamment de a(^t = o)k b{t — puis a 
c(t =z ^x)^ -1-0)3), puis a — cc(^ = 0)3) ; la ii passe briisquement de 
— CO a -f- 00 et revient, pour ^ = o, a la valeur a. Les memes re- 
sultats peuvent d’ailleurs se lire sur la seule formiiie 

2^2 

XT-— a = W3) — ^3], 


en siiivant le cliemin que parcourt le point tOg, ou le point 
t — qni foiirnit pour t la meme valeur; dans ces conditions 
cQg) va constamment en augmentant, en passant toutefois 
de 4- co a — 00 quand t atteint la valeur 0)3. Ii suit de la que ^ at- 
teintles valeurs — 4- ^ pour deux points h situes le premier 



jSo 
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entre CL)^ el co^ + (03, le second enlre to,.} el toj ; on a, en ces deux 
points i?}, ^2, 


2 1 - 

l~-a= ^ [p(^i-i-to3) — P(ifi-i-t03) == 

2 1 - 

I a = [p(i^o -r- (O3) — ^3], ^’>(^2 H- = 

a 


608. Ces valeurs ^1, to vont intervenlr dans Ic calcul de Q, el il 
iniporte de donner le moyen de les calculer avec precision. Obser- 
vons qiie Ton a, quel qiie soil 


di 


± 7 /?(=) = — ~ p'(j- + "' 3 ), 


el que cp(-c) se reduil a — C- qiiand on suppose t egal a 011 a to ; 
on a done, pour ces valeurs de 


toa) = zfc 


i c ^ 


d’ailleurs quand t decrit le segment to^ . . .cO} 4- to,.}, p(i -h W3) va 
en augmentant; si done on pose pour un instant t = tO} 4- la 
derivee, par rapport a la variable (reelle) de la fonction (reelle) 
j3 ( tO} 4- t03 4- At) sera positive pour les valeurs de \ comprises 
entre o et on aura done 

L ’ 


et, par suite, 


de meoie 




, / O* P 

P(^ + CO,) 

P'(jl -f- (O3) = -h • 


On a ainsi tout ce qu’il faut pour appliquer les formules (GXXVIII) 
et calculer, si 1 on se donne les elements nuineriques du probleme, 
les quantiles ti -4 cog, ifo 4- CO3 a des multiples pres des periodes, 
c est-a-dire, dans le cas actuel, sans aucune ambigui'te. 

6o9. Remarqiions, en passant, que les deux valeurs 4, 4-0)3, 
— to — 0)3 font acquerir a la fonction pU la valenr la fonc- 
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lion p’ i — esl une fonction doublement periodique de do 
iroisieme ordre, avec o pour pole triple; la somme de ses zeros 
devan t elre congrue a la somine de ses poles, on en conclul qiie 
son Lroisienie zero est en d’autres Lermes, on a 


On pent evidemment poser -I- etant une qiian- 

tlte reelle comprise entre — ^ formnle precedente monlre 

que 1 est positif : en efFet, la derivee, par rapport a la variable 
(reelle) de la fonction (reelle)p(to,-f- 0 .), c’est-a-dire fp'i'to, -[-z a), 
est de signe contraire a X, piiisqiie j 3 (co,- 4 - iX) decroit quand A 
croit de o a ^ et croit quand A croit de — ^ ^ ^ j d'apres la 
foriniile precedente, z jy(to, q- c’est-a-dire ip\t-i — q), est 
negalif. Ainsi A, c’est-a-dire j (O — compris entre o 

etqc). 

11 va sans dire que Texpression de — h) aiirait pu elre de- 
diiite, paries tlieoremes d’addition, des expressions de p(/i ^ co<i), 
p (^2 q_ toa), -h CO 3 ), p '(^2 -r 1 ^ 3 ). Voici quelqaes forniules ob- 
lenues par celte voie etqai poiirraient servir pour le calcal de q , : 


^ ^ •> JiV~ — :> (:2 , i c ( h t 

p(q -u. t.{) = — , p {Ji — t .) : 


4^^ 


P (^2 — q) = -^ 7 ;^ 






660. L’expression de \ -f- ^ 2 ) monlre que to a la valeur co< 
pour A/-= G-, c’est-a-dire pour c- gl- valeur dont on re- 
connait de suite qu’elle est plus grande que la limite inferieure 
de C- et plus petite que la valeur de c- qui rend /c- maximum. 
Pour cetle valeur parti culiere, on se trouve dans un cas signale 
par M. Greenhill, ou les formules se simplifient notablement; 


(q Les valeurs des fonctions sn, ca, dn, pour les valeurs de v qui correspondent 
a t r= o\i t = U se deduisent tres facilement des expressions z — a, z b, 
z^c, et Ton a, dans lout ce qui precede, tout ce qu’il faut pour la determina- 
lioa des signes. 



1 
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d'abord h est. nul, en sorte que le mobile reste compris entre 
requateiirde la sphere el le parallele 2 = a; on a ensiutc 





C 


9. K 


v/ /- — a- 
s / -h a- 


Lorsque C- est compris entre el b est positif et 

est negatif; c’est le contraire lorsque C depasse 
"l-r'l-, on a, sui%'ant les deux cas, 


tj -P (^2 — ^i ) < ^ , 

i ^ i 


661. C’est surlout en vue de la determination de 9 (ou de y) 
que nous avons calcule les valeurs de p(f| 4- < 03 ), p^(/i 4- ws)) — 
On a 

^ ^ -1- - J ^ 

clt ~~ 'll \l — z l-^z) ' 


d’ou, en tenant compte des formules 


I — z =z(l — a) — (^z — a)- 


2/2 

[P(^ - 4 - (103) — p(^i -I- 0J3) I, 


2 / 


l -:^z ={l^a)-~(^z-^ a) — 0)3) — j3(/.2 ■+• CO3) ] 


qiii resultent immediatement des valeurs de I — I z — a, 
qiie les precedents calciils metlent en evidence. 


c/0 ,ir c 

dt'^TF^ 


pU -i- toa) — p(^i H- (1)3) p(^ 033 j — p(^2 <^3). 


et en decomposant en elements simples, ou, ce qui revient au 
meme, en iiliiisant la seconde formule (CIIIi), les expressions 
de p'(/H~ W 3 ), p^(/ 2 -f-W 3 )? ainsi que les formules (XIl^^^), 
c/6 

^ ^ ~dt ~ ^1) ^ ^ ^l) — ^i) ^^3^1 “+“ 2 w 3 ' 

En integrant et clioisissant la constante d’integration de fagoa 
que s'anniile en meme temps que t,, on a 




Z'{t -r- ii) Z'^t t-2) 
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d’ailleiirs, a cause des expressions de I — I-'t Z que Foq a ecrites 
plus Iiaut et des formules (VII,), on a aussi 




z)r=z— Zit — tQ 

4 I* I ^ z t-i 

_ -1- -f- :f(t — ti) a'i't — to) 


done 




0 * t '-'2 / '-'2 f 


on, en extrayant les racines carrees et choisissant le signe de facon 
que Ton ait /■ — /-q pour ^ = o, Q = o, 


X - 1 - iy = 



( t— to) 
__ 




662 . Cette formule montre que x-{- iy et, par suite, x tiy sont 
des fonctions imhoques de t. La forme meme de ^ + iy montre 
que e’est une fonction doublement periodique de seconde espece; 
e’est le produit d’une exponentielle par la fonction 


?(0 = 




dontles multiplicatears [a,, 0.3 relatifs aux periodes 2co,, 2033 sont 
respectivenient 

JJL, = fJL3 =: j-ri 


On poarrait prendre pour Telement simple relatif a la fonction 
X iy la fonction 


altj ( ? } 


cr'( -+“ to — t ) 




et transformer 1’ expression de x -}- iy en la decomposant en ele- 
ments simples (n° 367 ). 

Nous nous bornerons a quelques reniarques relatives ala fonc- 
tion cp(^)j qni ne sont d’ailleurs que Tapplication des observations 
faites au n° 372 . D’apres ce qui a ete dit plus liaiit, -f- ^2 est de 
la forme co, -j— 0:0)3, ^ etant iin nombre reel coinpris entre o el 2, 
si I’on considere la fonction doublement periodique de seconde 
espece 

T. et M. — IV. 
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on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs aiix periodes 2is }^ , 
2033, sont respectivenient si, par consequent, a est de 

la forme p elq etant des entiers premiers entre eux, 
sera nne fonction doublement periodique ordinaire ; il en sera 
de menie de I’expression 


que Ton poiirra obtenir sous forme explicite par la metliode de 
decomposition en elements simples; elle admet le pole unique CO3, 
d’ordre de multiplicile ^q. Comme on a donne plus liaiit I’expres- 
sion de pfji q- i^o), d’ou il est aise de deduire cclle de j:)(aco3), on 
voit le mojen de deduire I’equation algebrique que doit verifier 


la constante C pour que a ait une valeur donnee de I’equation 
algebrique que verifie 033^ ? equation algebrique qui sera etii- 


diee plus tard. Nous nous contenterons de ces indications som- 
maires sur un sujet qui se rattache d’ailleurs a la tbeorie des in- 
tegrales pseudo-elliptiques, que nous n’avons pas abordee; le cas 
simple ou a=ii sera traite explicitement un peu plus loin (^). 


663 . En posant 

_ / 

‘2 tOi 


i/'i = 


2 Wi 


1 . /2 

— — H it/’-) = — j 

2 ”2 CO 1 


de facon que les quantites reelles soient positives et plus 

petites que les formules de passage des functions o' aux fonc- 
tions S fournissent immediatement les formules 


x~i-iy= ^i(zri--p)5-2(//’2 — r) 

&i(i>i)2r2(f>2) 


ou Ton a pose, pour abreger, 

A = i r ^3 (^^^2) ^4 ( ) 1 

L^ 3 (i> 2 ) •%(«>!)] 


P) foir GKEE:imLL, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad, par 
RiESS, Chap. IIIj voir aussi, pour le cas ou a — j, le Traite de Mecaniqiie ra- 
tionnelle de M. Appell, t. I, p. 494. 
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On pent faire sur ces expressions de ^ — a et de qui spe- 

cifienL le mouvement dn point - et qui sont appropriees an 
calciil niimeriqiie qaand on se donne les elements niimeriqiies dii 
probleme, qiielques observations faciles qui se feraient d’ailleurs 
tout aussi bieo, le lecteiir ne I’ignore pas^ sur les equations diffe- 
renlielles da mouvement. 

L’expression de — a niontre que les valeurs de se repro- 
duisent quand on remplace c’ par p' - j- i ; dans les memes condi- 
tions X 4- iy se reproduit multiplie par le facteur ainsi qu’il 
resulte des formules (XXXTV) on de ce que Ton vient de dire sur 
le caractere de la fonction x-{-iy\ lorsqii’on a la position M du 
mobile a Pinstant il suffit done, pour obtenir sa position a Fin- 
stant 2 co^ , de faire tourner le plan MO::; d’un angle egal a A au- 
tour de I’axe Oz] la periodicite dii mouvement est ainsi bien 
mise en evidence et il est clair qivil suffira d’etudier le mouve- 
ment de ^ = oa t = Il suffit meme de Tetudier de ^ = o a 
/ =:cOi, car a deux valeurs de t egalement eloignees de coj cor- 
respondent deux valeurs de p’ de la forme j — (P, -{- (P, dont la 

somme est egale a i, et, par suite, les valeurs de que Ton ob- 
tient sont manifestement egales, tandis que les valeurs de x iy 
s’obtiennent en miiltipliant un meme nombre 

/(tc+J A) ^!(o) 

par deux nombres imaginaires conjugues 
-/Aw 2ro(-.>,-rT.0gr, (-/>,- cr) ^ ( /r, - cr) ) . 

les deux positions correspondantes du mobile sont done sjmie- 
triques par rapport au plan qui passe par Faxe des et la posi- 
tion M, que le mobile occiipe a Finstant Ce 

point est la position du mobile pour laquelle est minimum; 
ses coordonnees sont donnees par les formules 

?jI(o) 2r2(/>i)2ri(zr2) 

le coefficient de est manifestement positif : e’est le rayon 
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vecleur de la projection du point iMi sur le plan des xy] il est 

facile de verifier qii’il est egal a y/Z- — 6-. 

L'expression de ^ -h met eii evidence que Tangle polaire de 
la projection du point Mi est, a des multiples pres de a-, egal a 
- ii,, en sorte que la courbe decrite par Textremite du pendiile 
est fermee, ou non, suivant que est nn nombre rationnel ou 
irralionnel. On verra plus loin que t: + ^ A est Tangle dont tourne 
efFectiveinent le plan MO^ aiitour de Taxe pendant que t croit 
de o a cOj, et non cet angle angmente d’un multiple de 271 ; mais 
ceqiii precede suffit a montrer Tinteret qui s’attaclie a laconstante 
reelle A dont il convient de dire quelques mots. 

664. On pent metlre A sous la forme 

~ 35 « = 00 

A Sh 2T:7 ’i ~ l sll2 7I/*.2 

4 ^ I *.>. ,y V/i-2 ^ 1 ^ cIl 2 TT/'^ -f- V//-2 ’ 

n^l n=\ 

/*, et ]\j, sont positifs et plus petits que il en resulte quo dans 
Tune et Taiilre des series chaque terme est positif^ /‘2 etant plus 
grand que ;’i, on concoit que A soit negatif, et c’est un point que 
Halpben a etabli par Line analyse interessante que, toutefois, nous 
ne reproduirons pas en raison de sa complication (' ). Cliacune 
des series regardees comme une fonction soit de /’i , soit de /-o, la 
variable etant supposee comprise entre o et est utic fonction 
croissante ; cela est evident pour chaque terme de la premiere 
et se verifie sans peine pour chaque terme de la seconde; il re- 
sulte de cette remarque que Ton a 


A > 



( ) Apres Halphen, M. de Saint-Germain a obtenu le ni6me resiiltat sans lairc 
usage des fonctions eliiptiqnes; il a, en effet, montre [Cf. Note sur le pendule 
spheriqiie {Bulletin des Sciences niathenicitiques, 2 ® ser., t. AX, p. ii4)] que 
Fangle dont a tourne ie plan autour de 0^ quancl t croit dc’o o), est plus 

petit que r ; on va voir que cet angle est egal a ~ -h a; de sa demonstration re- 
sume done immediatement que a est negatif. 
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mais on a 


on en concioL 



A > - t:. 



11 serait ioteressant d’etiidier comment A varie avec la constante C 
dont dependent /*,, et cj, 

Signalons qiielqaes autres expressions de A. On a 


A = ^ I •+• Ca ^ 2 ) 


2 'G I ' 

^ (/l-i-Zo) 


CtUi 

ly 


‘2 CiJj 


? ( ^ 1 '^i) - 




1 ( i/’i ~~ j . 

i ?j-i{ iri-r- 


Ja seconde de ces formales qui, seule, a peut-etre besoin d’expli- 
cation, a ete deduile de la premiere en remplacant dans la pre- 
miere des formules (VII3) u el a par -}- 0)3, ^2 -r- ^3 et en utili- 
sant les valenrs prealablement calcalees de p(^i-r ^3), P (/i-r W3), 
p (^2 + ^ 3)7 P ^(^2 - f - ^ 3 )- 


660. Dans le cas particulier deja signale au n° 660 , oii 


/‘l -f- /'2 


xl-f'l. 


b = o, 



on a tout d’abord 


C tui 




• • • > 


et le fait qiie A est negatif apparait bien facilement en se servant 
de la relation K< qui donne 


K< 




X<T. 


J I- — a- 


• 1 < 0. 


L’interet de ce cas particulier consiste en ce que I’on j pent ob- 
tenir separement les valeurs de ^ et de En remplacant, dans 
I’expression de ^ -j- iy ij'2 trouve de suite 


X 


iy 


3 j\{ct') 3 ji( U'l — p) S':] f f/*i - 4 - r ) ^ 

iri ) 
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en. applic|uant eosiulG la premiere formule (LVI/, ) et les for- 

mules (LXXI), puis en posant pour abreger 

. S'o ( ij'i } ( i-i'i ) 

on obtient 


:r-f- iy = [cn(2Kp)-i- /(i.sn(2Kp) dii(2Kp)], 


00, piiisqiie A et [j. sont reels, 

/'o[cos(AH- :r)pcn(2KF)- (i.sin(A H- 7r)p sn(AKF) dii(2K^^)], 
j-=ro[sin(A-f- k)^ cn(2Kp)-f- jjlcos( A H- ii)(^ sn( 2 Kp) dn(2Kp)]. 

En faisant r dans ces formules et en se rappelant qiie pour 
cette valeur ^ est nul et sj x- +7- egal a Z, on trouve sans peine 



et c’est ce qu’il n’est pas difficile de verifier, d’ailleurs, sur I’ex- 
pression nieme de p. 


666. II nous reste a etudier, dans le cas general, la facon dont 
fj varie avec t. De Fexpression de donnee au n° 661 , on dediiil 
aisement, aii moyen des formules de passage des fonctious cr aux 
fonclions 2?, la formule 

0 = . i0g/(F), 

ouFon a pose, pour abreger, 

//(."l — ^ 5- 1 ( zV-i — r ) 2 1 ( F — -.V — U\ ) ^ 

1 (, "T" V 'j .J ^{^LI >2. ~i~ ^ j 1 ( ^ I ^^’2 ) 

dans celte formule qui donne, a cbaque instant Tangle Q dont a 
tourne le rayon vecteur dans le plan des xy^ il s’agitde fixer, pour 
cbaque valeur de p, la determination du logaritlime. Nous nous y 
aTreterons d’autant plus volonliers que la meme question se pi*e- 
senle dans iin tres grand nombre d’applications. 

Pour suivre la voie reguliere qui a ete indiquee au Chapitre VI 
et qui permet surement de lever loute ambigui'te, il faut tout 
d abord transformer Texpression de ^ de maniere qu’il n’y figure 
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plus que les derivees logarillimiques de la fonction ; on trouve 
alors 


dv 


— r ^'1 1 ^ — '■>'1 ) 

2 i j_2ri ( V — c/\) S') ( p -f- i>[ ) 

2ri(p — i — (>,) S-, ((,_ (>,)_ 


et pour avoir la valeur de 9, qiii correspond a ime valeur donate 
de p, il suffil d’effecluer les integrales rectilignes 


/„ 3'l(P — i>2) 


d^, 


/ O-/ ' 

Jo ) 




On observera d’aboi'd que dans revaluation des logarithmes, 
qui resultent de I’integration, on n’a a se preoccuper que des par- 
ties pLirement iniaginalres; les parties reelles disparaissent evi- 
demment dans les differences. Les quatre integrales a e valuer 
peuvent etre remplacees par les suivantes 


J ' I ' J ' 


_ 1. 


— - -i- ir.-, 


ou les signes j portent maintenant sur la quantite le pro- 
bleme de revaluation de pareilles integrales a ete compleiement 
resolu au Chapitre VI; nous nous reporterons a la methode exposee 
aux S06 et suivants. 


667. Supposons d’abord que p soil compris entre o et c’est- 
a-dire que t soit compris entre o et coj ; on voit alors de suite que 
pour les quatre integrales le cliemin d’integralion est contenu dans 
I’aire du rectangle (R) figure a la page i55 du tome III et forme 
par la reunion des quatre rectangles (Ri), (Rs)? (R 3 )? ( 114)7 
sorte que (CXVIlL)les quatre integrales precedentes sont respec- 
livement egales a 

log!^l (P — Z/’i) — lOgS*! (— U'i), 
logS-i (P -h J>1 ) — log^^i {U'l ), 
logS-j (p — 1 — i>2) — log3-i(™|— fro), 
log S'] (p — l-h fro) — logs’! (-i-f- fro)? 
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ou ies logarithmes onl leurs determinations principales, en obser- 
vant toiitefois que les points ^ 

vent etre regardes comme etant le premier siir le bord inferieur 
de la coupure de gaiicliCj le second sur le boid siiperieur de la 
iiieme coupure, en sorte qxie les coeliicients de i dans les ioga- 
rithmes sont respectivement — t:, 4-'7r; ils sont ^ ^ 

log Si : — fV-i), log-Si (?>i); on aura done, dans ce cas, 

fj = AP -i- —.1 logs'! (r — />! ) — log Site -h L/'t) 

111 

-f- logSi — logSj — ~ ^ 

en attribuant aux logarithmes leurs determinations principales; 
d’ailleurs, le point Si (0 -h ir^) esL sitae dans I’aire (R'l ), le point 
Si (r — i7\) est le point de Faire (R'^) symetriquement place par 
rapport a Faxe des quantites reelles; il resulte de la que 

A [logSi(e — £ri) — logSi( e-}- t>i)] 

est Fangle, compris entre o et — dont il faut faire tourner le 

rayon vecteur qui va de o au point S^ H- iiu ) pour Famener sur 
la partie positive de Faxe des quantites reelles*, de meme, piiisqiie 
les points Si (v — | S, (v — | -f- iro) sont symetriquement 

places dans les aires (R3), (R^)? en voit que 



est Fangle (obtus), compris entre — dont il faut faire 

tourner le vecteur qui vadu point o au point Si(c^ — 4 -i” ^^2) pour 
Famener sur la partie positive de Faxe des quantites reelles ; d’apres 
cela, on reconnait tres aisement que Fon pent ecrire 



en designant par a et |i deux angles positifs, moindres que tz, 
dont le premier s’obtient en faisant tourner dans le sens positif le 
vecteur qui va du point 0 au point S^ -f- pour Famener 
sur le vecteur qui va du point o au point S^ dont le se- 
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cond s’obtient en faisant toiirner dans le meme sens le vecteur qui 
va dll point o au point 3 , i on (r -f- //•/) pour 

i'amener sur le vecLeiirqul va dii point o au point i r ^ ir.A 

oil So(c’ — ^^*2); on pent encore ecrire, si Ton veut, 

0 = .V(? H- d_ lo£j/'( ), 

‘2 1 ’ 

en convenant de prendre le second terme du second membre com- 
pris entre o et il a d’ailleurs la valeur o pour = o, et la va- 
leur tl pour ^ ; pour r = o, a et [3 sont nuls ; pour e =r 7. 
et p sont egaux a iz. L’angle 0 dont le plan MO -3 a tourne autour 
de 0^5 quand t varie de o a coj (e de o a ^), est bien egal, comme 
on Fa dit plus baut, a t: -j- 

De ce que A est compris entre — tz et 0 on conclut que e est 
compris entre ^ et 7:. C’est Puiseux qui a, le premier, demontre 

que 0 est toujours plus grand que Sa demonstration {Journal 
de Lioiioille, serie, t. VII; 1842), qui est devenue classique, 
n’a toutefois rien a voir avec la tlieorie des fonctions elliptiques. 

668 . Nous avons expose ces resultats en suivant pas a pasla voie 
indiquee au Chapitre VI; on y parvient d’une facon plus coorte, 
en interpretant la formule m^me qui donne I’expression de 6 et en 
remarquant Cjue 6 devant s’annuler pour ^ = 0, log/(c) doit ^tre 
nulpour e = o et que les valeurs que prend successivement cette 
fonction se suivent d’une facon continue. En se reportant ton- 
jours a la Jig. i 55 du Tome III, eten suivant la facon dont se de- 
placentdans les aires (R^), (R^)? (^^4) points Si {ii\-\- e), 

.S2(iVi — ... on n’a aucune peine a retrouver les resultats 
precedents. 

L’etude pent se poiirsuivre lorsque 0 est compris entre ^ el i , 
en partant de la propriete /(i — fonction /(e) 
quiresulte immMiatement des formules (XXXIV) ; si I'onpose 
e = i - 1 - te, on devra, a cause de cette propriete, adopter, pour 
les valeurs de w comprises entre o et 4 ? i-^ne determination de 
log/(-| + ee) de la forme 

log/ = A-t: - A log/ (i - »>) , 
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ou k est un nombre entier determine; cet entier est, d’ailleurs, 
egal a 2, piiisque pour = 5, «’ = o, la formule precedente se 
reduit a log/(|) = tA"r. et que Ton sait qiie log/(^) — at-. La sj- 
metrie du moiivement se reconnait tres aisement siir cette meme 
formule; nous ne nous y arreterons pas, puisqu’elle a ete etatlie 
sur Fexpression de ^ En resume, de r = ^ a p = i , on a 

0 = AP-r- A l0g/( P) 

si Ton convient de prendre pour le second terme du second 
membre cellede ses determinations qui est comprise entre'n:et 27z, 
Pour p r= I j on a 

0 = A -4- Iog/(l) = A -4- ‘ 21 ^ = 20 ; 

ce dernier resultat aurait pu se dedulre aisement de la formule 

(CXXVIIlo). 

Pour poursuivre cette etude lorsque p est plus grand que i, il 
suffirait de partir dela propriete de la function p exprimee par les 
relations 

= /(I ^ 0- =/( 3 -i- p) = . . . ; 

onpeutainsi montrer directement quequand p est siiccessivement 
compris entre i et |, | et 2, 2 et . . . , ^ et - ^ ? • • • ? c’est- 
a-dire t entre 2 co^ et 3 to^ , et 4^i) et 5 cO| , . . . , 11 co^ et 

(/2 -P i)oj{ . , on doit dans la formule 

0 = AP-I- Al0g/(P) 

prendre successiveinent, pour le second terme du second membre, 
celle de ses determinations qui est compi'ise entre 21: et 3 tz, 3tu 
et 4 4 “ n- el (n -h 1 ) 7 :^ .... 

§ VI. — Mouvement d’un corps solide autour d'un point fixe 
dans le cas ou il n’y a pas de force exterieure. 

669 . Nous allons etudier le mouvement d’un corps solide dont 
un point 0 est fixe et qui n’esL soumis a aucune force autre que 
la reaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concerne 
la partie mecanique du probleme et Fetablissement des Equations 
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differenlielles dii raoiivement, aux divers Traites de Mecaniqiie ra- 
tioniielle, particulierement a la Note de M. Darboux sur les mou- 
vements a la Poinsot, qiii se Lrouve dans le Traite de Despevroiis; 
nous eniprunterons a ceUe Note nos notations, dame part, et, 
d'aulre part, Tequation differentielle de Fherpolodie. 

Le corps solide est rapporte a un sjsteme de coordonnees rec- 
tangulaires qu’il entraine avec iiii et que Ton supposera 

coincider avec les axes principaax d’inertie reiatifs au point 0. Le 
probleme final consiste a determiner a cliaque instant Ja posi- 
tion da triedre par rapport a un systeme d’axes fixes OXYZ; 

ilestresohi si I’onconnait, en fonction du temps t, les trois angles 
d’Euler qui determinent la position dii triedre mobile par rapport 
au triedre fixe. G’est a ce resullat que nous nous attaclierons (^). 

Soit (E) Tellipsoide d’inertie dll solide pour le point 0; soil 00 
le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation co, vecteur 
dont les projections sar les axes O^, Ojp, 0:; sont p, r. Le 
moment des quantites de mouvement est un vecteur fixe dans 
Lespace dont nous designerons la longueur par /, el dont les pro- 
jections sur les axes O. 2 ;, Ojy 0^ sont Ap, Bq^ C/’, en designant 
par A, B, C les moments d’inertie du solide par rapport a ces 
axes. L’ellipsoide (E) estconstamment tangent a un plan fixe (11), 
au point J ou ce plan est perce par la demi-droite qui porte le 
vecteur 00; le lieu du point J dans le plan fixe (H) est Tlierpo- 
lodie, le lieu du meme point sur I’ellipsoi'de (E) est la polodie; la 
polodie roule sans gUsser sur Llierpolodie ; le probleme pent etre 
regarde comme resolu quand ce dernier mouvement est connu. 
Nous laisserons de cote les cas ou la polodie se decompose en deux 
ellipses se coupant suivant I’axe moyen de (E), ou en deux cercles 
paralleles, 011 encore se reduit a deux points; Fherpolodie est 


(1) M. Klein a emplo^'e d’autres parametres qui donnent des resuUats plus 
synaeLriques . On peut consuUer, sur ce sujet, le livre qu il a public a\ec M- Soni- 
merfield sous le litre Leber die Theorie des Ki'eisels, ou une Note de M. Lacoiir 
dans les Nouvelles Aiinales de Mathematiques, 5 ° serie, t. XVIII; 1899. Les ex- 
pressions des neuf cosinus ,sont dues a Jacobi {Journal de Crelle, t. 39 ; ib 5 o). Les 
formules auxquelles nous nous bornons ont ete donnees sous une forme a peine 
diflerenlc par {Suj' quelques applications des fonctions elliptiques, 

Paris, i 885 ). On peut aussi consulter : Halphen, Traite des fonctions elliptiques, 
t. 11 ; 1888; Lindemann, Sitzungsberichte de FAcademie des Sciences de Munich, 
t. XXVIII; 1898, et Lacour, Annales de VEcole Normale superieure, 1900. 
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alors une spirale (dont requation s’oblient an moyen des foiictions 
elementaires), un cercle oa un point. 

Nous supposerons i’herpolodie, dans Je plan (0), rapportee a 
un sysleme de coordonnees polaires; le pole sera ie pied P de la 
perpendiculaire abaissee de 0 sur (n)et I’axepolaire sera la dlrec*- 
tioD qiii \a du point P vers la position initiale Jo du point J ; nous 
representerons par 0 la distance OP du point O au plan (n) : elle 
est evidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des 

quantiles-^; —3 nous designerons par RB et 0 les coor- 
v/A y G 

donnees polaires du point J dans le plan (II). 

Les integraies des forces vives et des aires fournissent les re- 
lations 

h = A p-^ -I- B ^2 C 132 ^ 2 C2 /'S ; 

la constante des forces vives h est liee a I par la relation Ji = I- 0 - 
qui se deduit immedlatement de ce que, si x, z designent les 
coordonnees du point J par rapport au triedre Oxyz, on a 

cr- _ r- _ B-o- _ 1 __ I 

p- q-~ r- ~ co2 li ^2 32 

Nous introduirons enfin une constante positive [j. defmie paries 
relations 

]x = Z \J h ~ 1 0 -. 

On a alors 

w2 = /ian'i-H R-) = R2). 

670. Nous poserons 

en vertu d’une observation anterieure, i estcompris entre la plus 
grande et la plus petite des quantiles 6, 0 ; nous poserons aussi 

Ta = — (i — ^)(i — • c), 

Ti, = — (I — c)(i — a), 

T,= (i.-a}(i^d). 

Enfin, nous nous contenterons d’ecrire les equations suivantes 
dans les cinq premieres desquelles on reconnaitra les equations 
d Euler, les integrales des forces vives et des aires, et dont les trois 
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ilernieres s’obtiennent en resolvant, par rapport a />-, celies 

des equations precedentes qui sont lineaires ; -i, 

'i-a(b — c)g 
dq , . 

ca bic — a) r 

dt 


ah ^ c{a — h) pq = o. 


dt 

2— — R '^ ) 

^ (c — a) (a — b 



/>- 

7 “ 

r- 

0 , 

- — h 


-j— ^3; 


a 

b 

C ‘ ’ 

0, 

El ^ 

a- 

d- 

b-^ 

7-2 

c- ~ ’ 


P- 


-f- 7 ’^ = C02 z= 


q - -■ 




ia — h\d) — c) 
De ces equations, de la relation 


:a-(; R--h i), 
yb — c)\c — a) * 


dp dq dr ^ 

^ ^ ^ 'i' ^ 177 = ^ ’ 


et des equations d’Euler, on tire sans peine la relation 

^r> 

Si I’on y fait 

tj,2 R- == t (Ta -f- Te) — j'l, 

elie prend la forme normale 

= 40'1 — ^a) (ji — e.), 


dyp. 

dt 


ou 


6'jB = -J- [-*•“( Tc -+- Ta 


i ), = iJ.'{b ~ c) (j ~ a), 

iTo), ey — — a) (i — b), 

[j.~(Ta -f- Tf, — aTc), Cy, — er^ = [x-{a — b j (j — c i. 


Nous conviendrons de ranger les axes Ox, Oj^, de maniere 
qiie b soit compris entre a et c et que (i — b) (i — c) soit positif; 
deux cas sont alors possibles : 

> 6 > I > c, 

•2“ <2 < 6 < I < c ; 


on constate qiie, dans ces deux cas, on a >> nous pren- 

drons toiijours, en consequence, y = i , a = 2 , ^3 = 3 ; en sorte 
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V''?! — ^2 = — c){b —i)\, 

\f — e- = — ;j. [ \/{a — b){i — c ) | , 

^3 = a |/(6 — c )(^— 1 ) 1 , 



671. L’integrale de Fequation differenlielle eny^ estde la forme 

ji == j) ( ? -h X )j 

A elan I line constanle. 11 est aise de reconnaitre qiie Faxe inslan- 
lane de rotation yient, pour des valeurs convenables de se pla- 
cer dans le plan des xz] nous clioisirons iin de ces instants pour 
origine dii temps ^ nous snpposerons, de plus, que les directions 
positives des axes soient telles que, pour z = o, ies valeurs 
de p, r soient positives ; pour ^ = o, q = et, d’apres la seconde 
equation d’Euler, ^ est du signe de a — c] nous designerons 
par sFimite positive oii negative suivant que a est plus grand ou 
plus petit que c; enfin, nous introduirons une constanle purement 
iniaginaire v satisFaisant aux inegalites o <<^ <C ^ defmie par 
les egalites concordantes 


;!0‘’= Y i vA« — I) (« — cj |, — (a — c) |, 

^30 '’ = 7 I </{a — t)(a — b) I , 

ip'i> = — b)(a — c){a— i). 

Pour i = o, = 0, R- doit 4 tre egal a T^, done y, qui se reduil 
a p'j. doit elre egal a e^; X doit done 4 tre eongrii a CO3, modulis 
2(0|, 2W3; rien n’empeche de supposer X = t03. De la I'elation 
r,=p(;-rW3) on conclut I’expression de en fonclion de t, 
savoir 

= Rg[.-(.^-e 3 )||..|g 3 ^] = Rg 

C> 3 t OJ 

oil Ro est la valeur de R pour f = o ; ajant ainsi I’expression de y, 
ou de R-, on en deduit celle de p-y q-y /■-, puis, en extrajant les 
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racines carrees et en determinant les signes de facon qiie, pour 
t = o^ p, /' soient positifs et qiie q ait le signe de £, 




lizi — Po ;i3 P 


q = zb[x^\ vA. a~t)ii—c')\io:)l = p,-> tin ^ 


= 1/,- 




672. Pour determiner 0 en fonction de t, nous partirons de la 
relation, etablie par M. Darboux, 

I , , ( I — a) ( I — b)(i — c) ^ 

[A dt ~ ^ "" R2 ’ 


il siiffit de remplacer R“ par sa valeur en fonction de p^, et d’ap- 
pliquer la methode de decomposition en elements simples, on 
plutot la seconde formiile (Gllli), pour troiiver 


dQ , r 
d/. ‘ 


= 1x1?-] r- 

‘ 9. I Z 


['2^((’ on) -f- — V — Wi) — -f- (J -U ); 


puis, en integrant, on obtient, apres quelques reductions faciles, 


0 = ( pa — iz^^) t 


log 


a'liv— t) 

ddyTT)' 




1 ( P — }— t I 


En multipliant Fexpression de par la derniere des expres- 

sions de R-, extrajant les racines carrees et choisissant le signe 
de facon qiie, pour t=- Fexpression de se reduise a R^, 

on a enfin 

Re^'^e = Ro • 

o' I P u 3 ^ 


le signe se conserve puisque le second membre reste continu et ne 
s’annule pas. 

Cette derniere formule montre que, dans le plan (H), les coor- 
donnees rectangulaires d’un point de Fherpolodie sont des fonc- 
tions univoqiies de t, et ce resiiltat pent, a la rigueur, dispenser 
de recherclier quelle determination on doit donner au logarithme 
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dans Texpression de 0. Au reste, cette recherche ne presente 
aiicime diflicuite si Ton applique la meme methode que dans le 
pendiile spherique. Pour e = ato, tv, ^ 2 C 0 | T, on a 


ou 


^ - _L r ^i(T — — •>) 

f/x ' — (V — 2 ) 


?j\ ( T H- (V^ — j ) ~ 

(T + - l)j ’ 


A = 2 to 1 [A b 


I 

iz 


STo CP 
S’2 ce 


= 2 to 1 ijL a -f- 


I 

Iz 


STi w ‘ 


Lorsqiie T varie de 0 a i, on en deduit 

0 :::= AT -h £- -j- £ log/(T), 

OU Ton a pose, pour abreger, 


5-1 (t — (p — I 


et ou Alog/(T) mesiire I’angle negatif dont il faut faire tourner 
le vecteur allant de o a pour Pamener sur I’axe 

des quantiles positives. Get angle est obtus, droit ou aigu suivanl 
que T est inferieur, egal ou superieur a il est mil pour t = i. 
Si done on designe par 0, Tangle polaire du premier point dc tan- 
gence J, de I’herpolodie avec le cercle de centre P et de rayon 
y /- — on a 

0, = {a-t-I £-. 

Pour T = I, on obtiendra de meme, pour Tangle polaire 02 du 
premier point de tangence Jo de Therpolodie avec le cercle de 
centre P et de rayon \l Ir — a- (apres le point Jq), 

02 = A- 4 -£t:=‘> 0 ^. 

Lorsque T varie de/i a /i-f-i, /i designant un entier positif quel- 
conqiie, on devra prendre dans Texpression precedente qui donne 0 
en fonction de T, 

rr- l<=>g/(T) = 4 - a log/(T — /i), 

-It- '2,1 

Oil le logarithme qui figure dans le second terme du second membre 
est determine par ce qui precede, puisque T — n est compris 
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enlre o et i . La symetrie de I'herpolodie par rapport a PJj ou a PJ.> 
s’elablil comme dans i’etude de la coiirbe decrite par la projec- 
tion de OM sur ie plan des xy dans Tetude dii pendule splieriqiie. 

673. n reste a determiner, en fonction de t, les angles d'Eiiler •!>, 
(j, cp qiii fixent la position du triedre Oxyz. entraine avec le corps, 
par rapport an triedre fixe OXYZ. JNous choisirons Taxe OZ siii- 
vant la direction fixe da vecteur qai represente ie moment des 
cjLiantites de mouvement par rapport a 0, et nous supposerons 
essentielienient qae le triedre OX\Za la meine disposition qiie le 
triedre Oxyz] les nenf cosinus direcleurs des axes Ox, Oy, 0:;, 
par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment designes 
par le Tableau : 



x 

r 1 - I 

1 i 

X. .. 


^2 

^3 i 

Y. ... 

i fj 

0 

i 

fJ i 



■jq 

I 

Z.... 1 T, 

T- { 


quant aux angles 'i, 9, o, ce sont les angles dont il faiit,pour I’ame- 
ner sur le triedre OXYZ, faire tourner le triedre O^n'3 : au- 

tourde OZ, 2 ° autourd’une direction arbitrairement clioisie OXt 
sur r intersection des plans des xy et des XY, 3'' autour de 0:^; 
par ces rotations successives, le triedre OXTZ occupe siiccessive- 
ment les positions OX, Yi Z, OX, YoZ, Oxyz, et Ton passe d\m 
sy Sterne d’axes an suivant par les formules 

X = Xicos^ — Yisin'i;, Y = sin6 -f- Yi cos6, 

Yj Ys cos 0 — - sin 0, Z = sM ~ z cos 6, 

Xi= X cos cp — y sin cp, Y -2 = x sin o -yy cos o ; 

I’elimination de X,, Y,, Yo entre ces formules fournit les expres- 
sions de X, Y", Z au moyen de x, y, z, et les expressions des 
neuf cosinus directeurs au moyen de 9, 6, cp. 

T. et M. — IV. 


^4 
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Les formules de Cinemalique 


p = 


dt 


d^ 

dt 


777 ^ 9 


d^ . diS 
— sin o -T-^ 
dt ‘ dt 


r = Y, 


dh 

'dt 


do 

dt 


peuvent s'ecrire immediatemenl en envisageant la rotation repre- 

senlee par le segment 00 (rotation dontles composanles suivanl 

ies axes Ox^ Oy^ 0^ sent />, q, r) conune resultant de la compo- 

• • 1 • • d'\> • . d^ • d^ 

sitioa des trois rotations ^ suivant UZ, ^ suivant Ur-, — sin- 

van t OXi et en appliquant le tlieoreme des projections. 

La determination de i, 0, o en fonction de t revient a I’inte- 
^Talion de ces trois equations differentielles lineaires ou /?, q^ r 
sont niaintenant des fonctions conniies de t. 


674. Les projections siir Ox^ Oj', Oz de I’axe fixe des quan- 
tiles de mouvement par rapport a O etant kp, Cr, on a 


7i = sin 0 sino = -L- 

‘ ' a fjL 

. A ^ 

V., = sm0 cosep =r 

* 


£\/(?2 — ^ 3 ^ 12 ^ ^ 0,3 


Y3 = COS0 = 


r 

CtJL 


on tire de la 


C32 f'’ ?23 ^ 5 


sin-O = I 


_ (62 — es) (pi’ — pQ „ / _ \ t’) d(t — P) ^ 

(p p — e.) (p t — es) ~ o'! P 0^1 ^ 


cette expression ne s’annule pour aucune valeur de t; sa racine 
carree, devant etre continue, ne peut changer de signe; on devra 
done donner a cette racine carree le signe de la valeur iniliale de 
sia§, que nous siipposerons positive : on pent, en elTet, supposer 
toujours que Tangle 9o est compris entre o et ir; il en sera alors 
toujours de meme de Tangle 6, et Ton aura 


sin 6 = — /<?2 — 63 


I v/j-(i?-HP)G-(^--p) 1 ^ 
o' 2 p cr* 3 ^ ^ 


des lors sin 9, cos 8, sin'^, cosep etant determines sans ambiguiLe, il 
nV a plus qma determiner Tangle 4, e'est-a-dire qiTa integrer Tune 

des equations de la Cinemalique, ou tout est connu sauf il est 
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cooihiocIg do sc scixir clc Is. coiiil)insison oBigiiug cn iimltiplisiil 
la premiere par sincj, la seconde par cos^j el en ajoiitani, ce qiii 
doiine 

^ P sino - 4 - q coso _ __ p^mo ^ q coso 

(It *;i sine -f- 70 coso ~ ‘ p ! 7 i ’ 

~ smo H- -r COSO 
a ^ b ' 

puis, en remplacant sin'^ et cosep dans le dernier membre par les 
qiianliles proportioiinelies 

1 chh a b 
\x clt ~ q-^ 

a- ' b- 


les valeurs precedemmenl trouvees pour />, q donnent ensuile 


£1+2: 
a b 




t — Cl ( Cl 

a 




d’oii I’on conclut 

I d'b I p'V » rc,, V . 

— — Cl — ; — — — d — — ; — [15(1? -p- P ) — ^(t — c i — 2 vl r j , 

ijL dt 2 i £;jL j) ^ — p 2 J sa ^ ^ ^ ^ ^ * -* ’ 

puis, en integrant, et en supposant que 'i soil nui pour ^ = 0 , 

( (’ -i- t ) 




l0£ 


r(p-0’ 


la determination da logarilhnie donne lieu a des observations ana- 
logues a celles que Ton a developpees dans la theorie du pendule 
splierique et rappelees a propos de Tangle 0; nous nous contente- 
rons d’enoncer les resultats : 

Si Ton pose 




on aura 


s.( 

v-t\ 

20)1 / 


V -T" t \ 

2Wi / 


V ^ 

i 1 

0)1 


• log/i(0. 


et si / =0 2 /io3, -r- T, ii etant entier et d etant compris entre o 
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et 2oj^, on devra prendre 


^ l0g/l(0 

I ^ 

I log'/i('/') eiant im nombre reel compris entre o et 27: j si est 
compris entre 0 et ^ iog/i est le double de Fangie positif 
aign dont il faiit faire tourner le vecteiir qiii va da point o an point 
f ” 7 “ ) Famener sur la partie positive de Faxe des qnan- 
tites purement iniaginaires ; pour deux valeurs de egalement 
eloignees de Wi, les deux valeurs de 4 log/(F) ont ime somme 
egale a 2?:; si n est un nombre entier, on a 

7 log/i(/ioji) = n-. 


6T0. La solution pent etre regardee comme achevee, puisque 
les neuf cosinus s’expriment au moyen de A, 0, cp. Hermite a 
toutefois donne pour ces neuf cosinus directeurs des expressions 
simples qu'il nous reste a faire connaitre. 

Calciilons d'abord les valeurs iniliales de ces cosinus , en fai- 
sant ^ = 0 dans les expressions qui donnent sinG, cos9, sin'j?, coso, 
on trouve 

sin 00 = / v ^2 — cos 60 — ^32 P, sIncpo=i, coscpo = o,* 

on a ensuite, en affectant d’indices superieurs 0 les valeurs ini- 
liales des cosinusj et se rappelant que 60 = o, 

= aS = o; = cos0o, ^2 = 0, (3«=-siii0o; 

Ti=sin6o, Y2 = o, y5 = cos0o. 

Rappelons encore les formules de Ginematique 

'^1 = — qy-zn a; =/?q: 3 — rai, a3 = ^aj— /?a2, 

et celles qu on en dediiit par les permutations circulaires effec- 
tuees sur les letlres a, [ 3 , y, permutations qui laissent invariables 
les quantites/), <7, r aussi bien que les indices i, 2, 3; dans ces 
formules, comme dans celles qui suivent, les accents indicjuent 
les derivees prises par rapport a t. 
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Ell iitiiisant ces relations, le fait bien connii que dans le deler- 
niinant 

a, ao as ' 

0 0 0 
1 ,^2 ys : 

Tl 7 - ; 

chaqiie element est egal an minear correspondant, el les resallals 
deja acquis, on trouve sans peine 


^ / , ‘ON i C 3 o 


7-3 a . 


■ £ £t as 'j... 


rr 


— 7373-^^^^/^7i-^-^7 2) 


\j:-c- ^ . <7 ' 

’A-c- Z/- 




. , . rZ 6 

iz -r- = T" 0^ siiiU — It — ' 
clt clt ^ dt 


En integrant entre les limites o et et en se rappelant que ponr 
^ = o, as + 1 £|j 3 doit se redaire a 

— U sinOo = £ \/e-> — es 

ce qiii determine la constante d’integration, on parvienl aisement 
a la formule 


a 3 ■ 


tEpa =:z\/e.2 — es 

j t> C ’ ■J 2 t 


En changeant i en — i dans cette formule, ce qui change p de 


signe, on obtient 

as — Ze^s = — £\/e 2 — ^3 ^ ^ . . 

vj -2 ^ 3 6 


I'tP -r- t) 




en sorte que ag et [js sont entierement determines. 
On a ensLiite 


B ?2 


— ~~ 7^73 

as — Ze^s 

= [^ 12 ^^ ; 32 P ^03 ^ ^23 Z -T- ;o 2 P ?13 ^ j ~ 

__ c^i Q dt 

^ 2 ^ ^sZ a(p-i- ?) 


p ^ 3 1 
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et, par consequent, en tenant compte cle la formnle (XV,,), 


De meme 


CL2 -h ho.2 = — ^{/e^.a-h'Cv)/; 

0^2 P Cr '3 ^ ’ 

a.o — JEpo == — ^ ^ 

^2^ ^3 i 




- YiV2--^aY3 
C£2 — Z£{3.2 


== i.~ ^ ^3 ^2 ) ^ c;"! cr* / 5^ t / -f- g'o V cr's p 

cr' 2 (p -r- t) i 
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g'o -^3 ^ 




G*2 ^ ^ 




Oil. en tenant compte de la formule (XVg\ 


Ctj -f- isSj = is — 

^1 = — fc — - 

3^2 P a '3 / 



CHAPITRE 11. 

PREMIERES APPLICATIONS A L’ALGEBRE ET A L’ARITHMETIQUE. 


§ I. — Division des p^riodes par un nombre entier. 

676. Nous aliens nous occuper dii probleme qiii consiste a 
trouver, qiiand on se donne g-2 et ou A*, les valeiirs de pap^q on 
sna^,^, ou Ton a pose suivant les cas 

__ to 1 -f- 2 ^ 0)3 _ 2/? K 2 ^ iK' 


en d^signant par n un entier positif donne et par q des entiers 
qiielconques, tels toutefois que 2pj 2q ne soient pas tons les deux 
divisibles par ii, Ce probleme se I'elie au probleme de la transfor- 
mation d’une part, et, d’autre part, a la recherche des valeurs de 

sii- auand on se donne pit, snw, e’est-a-dire au probleme 

^ n -1 n -n 

de la division de Targument; pour^2 = 4? ^'3=0, Rest, cl aiileurs, 

identique au probleme de la division de la leniniscate dont nous 

nous occuperons plus loin. 

Le probleme ne se presente pas pour n= 2; il a ete complete- 
inent resolii pour n = 4 117 , 334 ); nous reunissons ici les 

formules que Ton a obtenues; les signes superieur et inferieur se 
correspondent dans les deux inembres dhme meme equation : 


<■?= 


ez)k', 

P 

0)2 

2 

= « 3 — (^r 

-e^)k\ 

zn ooi 

2 

= ^2 4- — ^3) AA 

K 

I 

sn 

iK' 


i 

K±iK'_ 

i-f- A d= i\fi — A 

sn — = 
2 

v/n- A' 

2 


Tk’ 

2 


2/A- 

K 

cn — = 
2 

s/iH-yt'’ 

cn 

iK' 

2 

= 

=r- J 

k 

KdzsK.' 

cn = 

2 

I H- 

i \/k' 

'W 

dn — = 
2 


dn 

iK' 

2 

= 

\/i -h A, 

K ib t'K' 

dn 

2 

/F 
■ sft- 

(/i-hA' — A') 
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677 . D’iinefacongeQerale,lesvaleiirs sonl racines cFime 

equation f{y) = 0 de degre ou , siiivant que n est 

impair ou pair, equation que I’on a appris a former aux 11"' 456 , 

460 et donl on obtient, suivant les cas, le premier membre 

en remplacant par ^ dans 011 dans — W/^( //.) (CIV); 

suivant, que n esL impair ou pair, la premiere ou la seconde de 
ces expressions est un polynome en pu dont les coefficients sont 
des polvnomes entiers en g's a coefficients numeriques ration- 
nels. Quant a I’equation F(^) dont les racines sont les valeurs 
non nulles de sn-ap^q^ elle se dediiit immediatement de la prece- 
dente; en regardant pour un instant K et K.' comme des fonctions 
de T, puis en prenant w, n^K, et, par suite, \/ei — Cu — i, 


p(u I K, zfK') — 




sn-( 1 ) 




en sorte tpe Pequatioo F(-3)=o resulte de I’elimination de y 
enire les deux relations 

... 1 ] -i- A - 

f(.v) = o, 7=- — ; 

on a alors 

;C;a- — A2-M), ^3=;- (•iA-'J — 3A^ — 3A^-H2), 

et les coefficients de Pequation F(^)=:o sont evidemment des 
polvnomes en /i- a coefficients numeriques rationnels. 

Xous nous occuperons exclnsivement, dans ce qui suit, du cas 
oiin= 2v-hi estun nombre premier impair ; Tequation /( r) = 0 
est alors de degre — i) = 2v(v -f- 1). Puisque ses coeffi- 
cients sont rationnels en ^3, elle ne change pas quand on rem- 
place 0J3 par = aco^ -p- [3 cl) 3, Q3 1= ycoi -|- 00)3, a, [3, y, 0 etant 
des entiers qui verifient la relation ao — j3y i : en effet, ces sub- 
stitutions ne changent ni les quanlites ^oj ^’3? J^i la function pu. 
De iiieme 1 equation F(,:;) = 0, de degre 2v (v -f- 1) en ne change 

pas quand on remplace v par a, ^,y, 0 etant des entiers qui 

verifient la condition ao — [Sy = i, les noinbres a, 5 etant en outre 


(M (XCM) Cf. A'^ouv. Ann. de Mathem., 3®ser., t. XIX,’ p. 2 . 
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assLijeUis a etre impairs, el les nombres 3, y elanl pairs, piiisqiie 
ces siibstiLLilioiis ne changent ni A'p, ni sn-n. 

678 . Appeloiis element iiii couple de nombres enliers (p. q) 
ranges dans im ordre determine et qiii ne soienr pas tons deux 
dixisibles par n. Nons dirons que deux elements ( /;, q), i p\ q''\ 
sont indistincts lorsque les deux nombres p — p\ q — /j' on les 
deux nombres p-\-p' ^ sont di visibles par;?, eo sortequeFon 

ait On observera que Ton pent toiijours rem- 

placer im element donne (/?, q') par un element ( p\ q i qui n'e’i 
soil pas distinct, et dans leqiiel /)', q' soient premiers enlre eux; 
on pent meme imposer, en outre, a p\ q^ la condition de donner 
comme restes, pour iin module quelconque a, premier a /? , des 
nombres £, yj arbitrairement cboisis, pourvii que 1*1111 d eux soil 
premier a a. Rappelons, en efiet, que la forme -P B, oii Aet B 
sont des entiers fixes et x un entier variable, pent representer une 
infinite de nombres premiers a un nombre entier quelconque G 
premier a A; on obtient Fun d’eux en choisissant x de maniere 
que le reste de la division de Kx B par C soil i on 1111 nombre 
quelconque premier a C*, ceci pose, on determinera deux entiers 
^0? Fo q^ii verlfient les congruences 

= q-^ixn~r^ (mod.r/’i; 
toutes les solutions de ces congruences sont de la forme 

A = Ao -7- a.r, [j. = uo « J, 

X el y etant des entiers arbitraires; on prendra 

p' ~ p — 71 an X, q’ — q p-j n -i- any ; 

Fun des nombres -f- Ao^5 ? -F p-0^2. est, par hypo these, premier 
a a; siipposons que ce soit pH-Xo/i; si p n’est pas divisible par n. 
p’ sera premier a an quel que soit x que Fon fixera arbitraire- 
ment; on choisira ensuite y de maniere que q^ soil premier a p ; 
s\ p— \ n est divisible par /z, 4 - Ao + ax sera premier a a quel 

que soit X] on choisira x de maniere que -r ax soit pre- 

mier a n et, par suite, a an] puis, en observant que q est certai- 
nement, dans le cas present, premier a/z et qu’il en est de meme 
de q^ ^ quel que soitjK? choisira jy de maniere que soit premier 
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a — Ao — et, par consequent, a />' = n ( Aj + + ax). On 

peat, par exemple, supposer//= i, ^^=o(niod. i6). 

li Y a 2 v(v-^ i) elements distincts, qii’on obtient, par exemple 
! ii"’ 4o8), en donnant a /? la valeiir o et a 7 les valeurs i, 2, v, 
a p l one des valeurs i, 2, ...,v etar/ les valeurs — v, — v + J, 

0, V— I, V. Nous appellerons systeme coinplet le Tableau 

forme par 2 v(v -f- j) elements distincts. 

679. Eii designant toujours par a, (3, y? 3 des entiers qai yeri- 
lieiit ia relation ao — nous dirons qiie Telement 

est le transforme de Telement {p,q) par la substitution 



Deux elements (/>, q)^ (p^^ q') transformes par une meme sub- 
stitution S donnent des elements distincts ou non, suivant que 
les elements (/), y), (p\ f) sont eux-memes distincts ou non. Si 
bon transforme tons les elements du systeme complet, par la sub- 
stitution S, on reproduit le systeme complet. 

Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions 

2 ou a, 3, V, 0 sont des entiers qui satisfont aux condi- 

tions SLiivantes : ao — [3y est egal a i, ^ est pair et Ton a, en 
outre, a = 0 = I , y = 0 (mod. i6). L’interet d’une telle substitu- 
tion consiste en ce que la substitution de a t ne 011300*6 ni 

^ a -f- [3 r ^ 

^ I, ni la fonction sn(?^|T) et qibelle change K, 
respectivement en aK-f- yKq- foK'(XLVII, LXXX). La 
substitution inverse d’une substitution S et le produitS^j’' de deux 
substitutions (n°^ 146, 147) qui satisfont aux conditions prece- 
dentes sont eux-meines des substitutions qui satisfont a ces con- 
ditions; les substitutions 5 forment un groupe. 

680. Etant donnes deux elements distincts, on pent trouver une 
substitution S telle que le premier element, transform^ par cette 
substitution, devienne le second element, ou plutoL n’en soit pas 
distinct. Supposons que le premier element soit (o, i) et soit 
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(/>, q) le second element; (o, i) transforme par I devienl o 
il est perniis, en remplacant an besom {p. q) par iin element cpii 
n’en soil pas distinct, cle supposer p, q premiers entre eiix, pais 
p^o,q= i(mod. i6); on prendra Y = p, o = q, puis, en desi- 
gnant par a^, po soliition entiere de inequation qy. — p s r=z: i , 
on devra prendre y.=:aoH-Ap, ^3=3o4-AYi choisira I'eii- 
tier A de facon que [3 soil pair; la condition //a — p|3 = i, qui est 
loiijoiirs YerifieCj montre, d’aillenrs, qiie i’on a a ^ i (mod. i6 i: 
toutesles conditions imposees pour que la substiliilion S soil une 
sabstitiition S sont alors verifiees. La siibstitution inverse 

de S, transformerait Pelement (p, q) en (o, i), etime noiivelie sab- 
stitiition S' du meme type transformerait i’eleinent (o, i) en iin 
autre element arbitraire (p', q'): la substitution composee S'S'L 
qui appartient toujours an meme type, transformerait done Pele- 
meiU (p, q) en (p', q’) («). 

681. Les V elements (rp, rq)^ on a = i, 2 , v, sontdislincls ; 
nous dirons qu’ils appartiejiiient a une meme ligne. En don- 
nant a r ime valeur fixe et a les valeurs 1 , 2 , . . . , v, les ele- 
ments {j'r'p^ 7U'' q) reproduisent la ligne a laqiielle appartient 


(^) Si Ton veut s’occuper de Pequation qui a pour racines les valeurs non 
nulles cle sn(a^,^^), et non Ics carres de ces valeurs, ii est necessaire de modifier 
un pen cc qui precede et, en parliciilier, la de/inilion de deux elements indis- 
tincts; deux elements ip,g)y (p', q') seront indistincts si Ton a 


e'est-a-dire soit 


soit 


p' — j) -- 0 (mod. 2/1), q' — q 0 (mod. /ij, 

p' H- p c : o ( mod. 2/z ), q' q 0 ( mod. n ) ; 


le cas ou q seraient tons deux clivisibles par ii est toujours exclu. Les der- 
nieres congruences inontrent que Ton peut, si I on veut, supposer p impair. Le 
Tableau des elements distincts contient alors n-—i — p^(v H-i) elements. Deux 
elements restent distincts ou indistincts quand on les transforme par une substi- 
tution S. En modifiant legerement la demonstration du texte ( n“ 678 ), on recon- 
natt aisement que Ton peut remplacer un element (/?, q) par un element (/>', q') 
qui n'en soit pas distinct, et pour lequel on aura 


p'^i, q' ^ o (mod. 16). 

Des lors, on voit de suite qii’il y a toujours une substitution S qui transforme 
un element donne en un element doniie, pourvu, bien entendu, qu’on ne distingue 
pas les elements indistincts. 
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i'element (p, q)^ carles valeiirs absolues des restes minimums des 
nombres /'/•'( mod. n) sont les nombres i, 2, v. Un elemeiU 
determine la ligne a laquelle il appartient. Le Tableau (T) des ele- 
ments du systeme complet, ranges en lignes, contient 2(7 y-i) 
lignes. Les elements d’une meme ligne^ transformes par la sobsli- 
Uition S, restent les elements d’une meme ligne. Denx elements 
(/>, q). q\) appartiennent on non a la meme lignCj siiivaiU 

qiie le determinant pq^ — p^q est, 011 non, divisible par ii] ii 
siiffit evidemment de demontrer qiie, pq^ — p^q etant suppose 
divisible par n, les deux elements (/>, q)^ [p^, q^) appartiennent 
a la meme ligne; or, si p est divisible par /?, il en est alors de 
meme de /?^ , puisqne q et p^ ne sont pas a la fois divisibles par /^ ; 
on en conclut de suite que (/?, y), q^) appartiennent a la 

meme ligne formee des elements (0, i), (0, 2), (o, v); si p est, 

ail contraire, premier a il existe deux entiers /y s tels que Ton 
ait pi = pr -r 7 ? 5 , et Ton aura 

pqi —Piq — pq I — { pr ^ Jis) q ^ p{qi — qr) =0 ( mod. n) ; 

d’ou Ton conclut que — - qr est divisible par n, comme /2^ — />/*, 
et que les elements (p^ q)^ q^) appartiennent done a la 

meme ligne. 

682 . Il existe une substitution S cjui transforme deux lignes 
differeiites, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux 
lignes difFerentes, choisies elles-memes arbitrairement. En vertudu 
raisonnement employe a la fin du n® 680 , il suffira de demontrer 
la proposition en partant des deux lignes 

(0,1), (0,2), (o,v), 

(1,0), (2,0), ..., (v, o), 

qui deviennent, si Ton en transforme les elements par la substi- 
tution S, 

---j (vy. vq). 

(a, p), ( 23 c, 2 p), (va,vl 3 ); 

nous vouions que ces deux lignes coincident respectivement avec 
celles qui contiennent les elements (^, ^), (r, s). 

Ayant cboisi /?, q premiers entre eux tels que Ton ait p =0, 
€j= I (mod. i 6 ), nous prenons d’abord r nous devons 
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prendre ensiiite a Ir -}- an, 3 — — bn, eii desi^^nanl oar ./. 

b, A des enliers, de maniere a verifier d'abord la condilion 


qai en train e 


cja—p^ = I, 

{qr — ps ) n\ qa — />Z > ) = i : 


7/“ — premier a n, puisqiie ies deiix elements (p, q'). (i\ 5 
appartieniient a deux lignes distinctes; on peiU done determiner 
les entiersA, p. tels que Ton ait 


(qr — ) A — /I u = I . 


puis, les enliers p, q etant premiers entre eux, determiner les en- 
tiers a, b de facon que Ton ait 

qa — pb = ;JL. 

Si 60 sont une solution de cetle equation, on prendra 
a = A7' - 1 - pcc), = A5 -f- nib^ ~ qx). 

X etant im entier que Ton clioisira de facon que ^3 soil pair, ce qui 
est toujours possible, puisque nq est impair; alors, a cause de la 
relation a.q — [ 3 /? = i, on aura a = i (mod. 16). 


683 . Ces considerations arithmetiques vont nous fournir des 
renseig'nements precieiix sur les equations que verifient ies quan- 
tiles sii- p{ap^q). Nous raisonnerons sur la premiere; les 
raisonnements se simplifient pour la seconde, en ce sens qu'on n’a 
pas besoin de tenir compte des conditions imposees a a, Jj, y, o 
en dehors de la relation ao — pv = i. 

Fixons UQ corps (^) 0, forme au moven d’elements numeriqiies 
quelconques et de la fonction et considerons une equation 

f{z) ~ o, entiere en dont les coefficients appartiennent an 


(') Un corps, ou domaine de raiionalitej est un ensemble de nombres, con- 
stants ou variables, tels que, si deux, elements figurent dans cet ensemble, la 
somme, le produit, le quotient de ces deux elements y figurent aussi. Tous les 
nombres ralionnels figurent dans un corps quelconque. On pourra, si Pon veut, 
suppose!' que le corps O comprend seulement tous ies nombres rationnels et 
tuutes les fonctions rationnelles de o{'z) a coefOcients numeriques rationnels. 
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corps Q. el qui soil verifiee quand on j reinplace ^ par 


Sn-(f^y;^r/) SI1“ 


2p 



Oil /}, (/ sont deux en tiers donnes, non dl visibles Loos deux 
par n: ii faol entendre par la qiie la foncLion analjtiqoe de t, 
cp], ou T eiitre dans <p, dans sn, dans K el dans Iv^, est 
identiqiiement nolle. Si, dans ceLte fonclion, on reinplace t par 

Z—Z-’ OU 1= ( (] esl one substiUilion qui satis fail aux con- 

ditions precisees plus haul (n'^GTO), cp ne change pas, non plus que 
la fonclion sn qui reste la ineme fonclion de cl est rem- 
place par Op'^q' en designant par (/)', q^) le Iransforme par S de 
relement (/?, ^r); on voit done qwe/[sn-(a^',^'), cp] est toujours 
nul. Coinme {p\ q) pent coYncider avec n’importe c[uel element 
dll STsteme complet, on voil que requalion cp)=: o, du mo- 
ment qii’elle admet pour racine une des valeurs de sn-(a^^^), les 
admet toutes. 

Soil maintenant F(:;) = o Fequation meme que Ton a appris a 
former an 677 et qui a pour racines les valeurs non mil les de 
sn- ; ses coefficients apparliennent an corps 0. II est im- 
possible que F(:c) admette un diviseiir enlier en s dont les coeffi- 
cients appartiennent au corps Q. Si Ton avait, en effet, une iden- 
tile de la forme 

ou seraient de tels diviseurs, cliacun de ces 

polynomes deviendrait une fonction analytique univoque de t, 
quand on y remplacerait ^ par sn-( ; leur produit F(;:) etant 
nul identiqiiement, I’un d’eux, par exemple, serait aussi 

idenliquement nul; ii admeltrait done la racine su-cip^q et, par 
suite, toutes les 2v(v4-i) racines ‘de F(s)^ il serait done iden- 
tique a F(yc) a un facteiir constant pres appartenant an corps 0^ 
requalion F(:^) ~ o est done irreduclible dans le corps 0 ( ^ ). 


(^) Si Ton considere i’equalion F(a7-) = o, obtenue cn remplacant ^ par x~, 
et qiii a pour racines les valeurs non nullcs de on rcconnait de meme, 

en utiiisant les reinarques conlcnues dans la note du n" 680, qu’elle est irreduc- 
tible dans le meme corps. 
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68 - 4 . Ceci pose, envisa^eons line fonclion svmelricpse lEejonneHe 
S (^j , , ;:^v) v variables ^ :?v cloiil !es coefiicieols 

apparliennenl an corps Q; rein placons-y pour r = i. . . .. v la 
variable Zr i^ar la fonction rationnelle < ^)de sn-w cju'est su-zav. 
puis sn-« par et designons par R{z) la ibnctiou de e ahisi 
obtenue. Celle fonction B-(-3) prend la mcme valeur cpiaad on y 
reinplace ^ par Tune quelconque des v valeors de 

sn- (rap^q) = sn-(arp,rq) {r — i.2 v i, 

c’esl-a-dire par Tune quelconque des v racines de F (:: ; = o qoi 
correspondent aux elements d une meme ligne dii sysldme com- 
plet : Fexpression 

R(sn-ap,^) ou S(sn-a^^^, sn-a2;;,2g- •••• sn^^v/^-vcd 
est egale a 

R(sn“ oil S ( sn- sn- <32r/j,£r<7) •••) sn- .g ), 

puisque les nombres /’/?, 277?, vr/> sont congros imod. n. 
aux nombres ±p,±: que les nombres rg. 2.rg, .... 

yrq sont congrus (mod. n) aux nombres zh^, ±: 27, — dzv^, 
et que la fonction S est une fonction symelrique de ses elements. 
La fonction R(5), quand on y remplace ^ par les 2v(v -y i) ra- 
cines de F(^), n’est done susceptible que de 2(v -j- i) = n -^ \ va- 
leurs au plus; nous allons montrer qiFelle en a exactement n — i. 
a moins de se reduire a an element de 0. 

Supposons, en effet, que Ton ait 

R(sn2^r^,^^) = R(sn- 

qiioique les elements (7?, ^), (/> y g ) apparliennenl a deux liglle^ 
distinctes; en remplacant t pat'^y—gg’ ‘^ ) f«pp^^’denl 

au type defini plus haul (n® 679 ), et en designant par (p^, y 
{Px-^ iransformes par 5 des elements (p, g), (py q')> on 

aurait encore 

R(sn2ay;„<7J = R(sn-ap;,^;) ; 

mais, comme les elements (p^ ), peuvenl apparlenir 


(1) Les coefficients de cette fonction rationnelle sont des fonctions eiitieres, a 
coefficients numeriques ralionnels, de 
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i telle ligne que I’oa voudra (ii“ 682), il en resalterait que la fonc- 
tion Ptf ; I ne saurait prendre deux, valeurs distinctes pour deux 
racines de requalion F(.:) = o, quel que soit le cholx que nous 
fassions de ces deux racines; la valeur unique de R(^) serait done 

11 a element de 0 . 

Si nous ecartoas ce cas, on pent done dire qiie par la transfor- 
mation r = i’equation F (::) = o se reduil necessairenient 

a line equation G{y)=^ o de degre (/i-F i), dont les coefficienls 
appartiennent an corps 0; elle est irreductible dans ce corps; elie 
a [iOiir racines les i) valenrs yn prend K(3) 

quand on v reraplace par sn- ap^q et (/?, q) par n h- i elements 
appartenaiit aux n H- i lignes distinctes du systeme complet*, clia- 
cune des racines correspond a une ligne de ce systeme complet. 

Si jq est une de ces racines, les deux equations 

F(^)-o, r,= K{z) 

only racines conimunes, a savoir les v racines •••7 de 

F(:;) = 0 qiii correspondent a la meme ligne que jqq ces v racines 
dependrontduine equation ; iq) = 0 , que Ton obtiendra encliei'- 
cliantle plus grand comniiin diviseiir de F(^) et de en 

sorleque les coefficients de g{z; envisagee comme une fonc- 
tion de sont des fonctions rationnelles de ys et des elements dii 
corps Q; en d'autres terrnes, ces coefficients appartiennent an 
corps Oc forme en adjoignant ys an corps 0. 

Dans ce corps 0^, I’equation en f(z; jq) = 0 , est, d’ailleiirs, 
resoluble par radicaux; il est aise de voir qu’elle appartient meme 
au type le plus simple des equations resolubles par radicaux, car 
elie est eye lique. En elFet, si a est une racine primitive du nombre 
premier /i, les valeurs absolues des restes minimums (mod. /z) 
des nonibres A, A-, . . . , sont les nombres 1 , 2 , . . . , v ranges 
dans un certain ordre; de plus, est congru a A. Il resulle de 
la que chaqiie element dbine ligne s’obtient en multipliant les 
deux lermes de I'element precedent par 1, et qu’on reproduit le 
premier element en multipliant le dernier par Si done on re- 
presente, pour im instant, par 9(sn2£i) la fonction rationnelle 
de sn-zz: qitest sn-(Azz), fonction dont ies coefficients sont des 
fonctions enlicres de a coefficients niimeriques rationnels, 
on voit que les racines Zi, . . . , de I’ecjuation g{z^ ys) = o 



pen vent eire rangees aans iin orare lei qiie i on an 


^0 = 0 ( ^l). :i3 = 6 {'-2-2 K ; -V = -V-1 !; -1 = 'i ' *. 

c’est le caraclere des equations cycliqiies. 

Observons encore que si esl une autre fonclion de 

foriiiee comme I’a ete, et si Ton designe par i-',, . - • . ; 

les vaieiirs de y' =zR-(z-) qiii correspondent respectivement aux 
memes iignes dii systenie complet que ies valeurs i'q. i'j. . . 
de JK — R-(^)5 existe une relation de la forme 

j's = j = 0, I. •>. . ... n 

Oil W designe une fonction rationnelle de j',? dent les coefficients 
appartiennent an corps en etFet, ['expression Pv(^) conserve 
la meme valeur yd pour toutes les racines de Fe- 

7'=: V 

quation en g-{z-, j's) = o ; et y = y est evidemment 

r=i 

une fonction rationnelle (dans 0) des coefficients de I’equation 
o-(^, jj), e’est-a-dire dejCj. 

680. Des resultats tout pareils concernent Tequalion /(j) = o 
dont les racines sont les valeurs de pcip,^; an lieu du corps Q on 
considerera toutefois un corps Q' forme au moven d’elements nu- 
meriques quelconques et des qiiantites " 2 , 

L’equation f{y) = o est irreductible dans le corps Q'. Une 
fonction symetrique (ou m^me cyclique) des quantiles re- 

laliv'es a une meme ligne et dont ies coefficients appartiennent au 
corps Q', est racine d’une equation de degre n-hi, dont Ies coeffi- 
cients appartiennent a ce corps, etcette equation est irreductible 
dans ce corps si les valeurs de la fonclion symetrique (ou cy- 
clique) consideree changent quand on passe d’une ligne a I’autre. 
Toule autre fonction symetrique (ou cyclique) des memes quan- 
tiles pcip q qui garde la meme valeur pour les elements d une 
meme ligd, et dont les coefficients appartiennent au corps fl', est 
alors fonction rationnelle de la premiere. 

Une racine de I’^uatlon irreductible de degre (« -r i) corres- 
pond a une ligne du systeme complet d’ elements et les — ^ va- 
leurs de pap^q pour les elements de cette ligne sont racines d’une 
T. et M. - IV. '5 
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rqiialion de degre dont les coefficients appartiennent an 

corps Q: oblenii en adjoignant cette racine a Ob Dans le corps O' , 
reqiiation de degre — est irreductible . 

686. Parmi les fonctions sjmetriques des quanlites rela- 

tives a line meme ligne, qu’il convient d’emjilojer, la somme 
se presente d'autant plus nalurellemeiU qii’elle figure 
deja dans les formules de transformation (XKl). II resterait, il est 
vrai, a prouver, poor ponvoir affirmer qoe P verifie line equation 
irreductible de degre -h i , qwe P change de valenr qnand on 
passe d'une ligne a Taiitre; dans les cas particnliers ou /? = 3 , 5 , 
qiie nous examinerons plus loin, Pirredoclibilite de Pequation 
en P. dll qiialrieine 011 du sixieme degre, apparait toutefois direc- 
lement siir ['equation meme et le changement des valeurs de P 
qiiand on passe d’lme ligne a Tautre en resnlte. 

M. Kiepert a montre qiie, pour >> 3 , la fonction 

A 

7'=ZV 

R = Pf [P(>'a,,,q') — p(2rap,,)], 

r=I 

Oil V m b . ^ - i , etait particiilierement avantageiise. On reconnaiL 
de suite qu'elle est une fonction sjmetriqne rationnelle des v quan- 
tiles p(j'C(p,q)^ puisque p(2 7 np^q) est line fonction rationnelle 
de g-2: §3? sorte que R pent etre mis sous la forme 

P[f []>('■«/<,?)], 

r=z I 

F designant une fonction rationnelle de p(p'(^ip,q) (^ )• 


(P R peuL etre mis sous une forme interessante que ]e IccLeur retrouvera sans 
peine en reprenant les formules des 372, 373 (voir V Errata). On a, en conti- 
nuant a designer — - — par v, et en ccrivant ^ au lieu deR, 




<^( 3 m ) 


='-(2 


Au moyen des formules (Vp) el en partant de la dernicre expression de R , 



§ II. — Equations modulaires. 


687 . Considerons d'abord les deux fonclions donLlemeril p-bdo- 
diques 03 j, (i>;>) el pin co;>i, ou n esl on nonibre pre- 

mier impair donne. La formiile (XXI/,) permet d'exprimer la 
conde de ces deux fonclions au niojen d*une fonclioii ratioimede 
de ia premiere; ies coefficients de celle fonclion rationnelle de 
p(u jo 3 ,, coa") ou ,^’2, !'■;>) dependent des qiianliles pep.;.o. 

En deveioppant les deux membres de celle ep^aiile siiivant ie- 
puissances de u et en egalant les coefficients de u- el de u^. on 
obtient immediatement les expressions des invariants G;> de 

la fonclion p 1^? to. j an moyen de des soiiimes 


n — I 


n — 1 




(IV) 


Q.rtOi 


i, dans ces expressions, on re m place 


/' = 1 ; ■ = 1 

les derivees de p par leiirs valeiirs (XC\ II) en ionclion des puis- 
sances de p, on a 


(0 


P2 -T- 60 


^ , ■ > r oji 


r=l 
« — l 


^ •> uroj; 


2 /‘tUi 

n 


— ! .p /2 — n : 


on Lrouve sans difriculte, en supposant n — 6^ — i. 




OU I’on a pose 




/' rp -r- rq t 
^ n 


en particulier 






■(a 


h{n'z) _ f~h{n'z) 

— IM?)!” “ h{-.) 


Ces divcrses transfornfiationsresuUenlsans peine des foroaules (X\XIj)j (XXXIIIi), 
(XXXVI,),(iSXXVIII„), (LI,), (LIU.) ; on rappelle qu’£C(>, ? designentdes entiers 
qui ne sont pas tons deux divisibles parn. Pour plus de details, voir Kiepert. 
Journal de Crelle, t. S 7 , p. 199; 95 , p. 218. 
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2lS 

. ^ 0 ) 1 , 

comme les foiiclions symetriques des quantiles p soul des 

V 

fonclions ratioiinelles de Time d’elles, P t — ^ P — ? pat' 

/•= 1 

exemple.onvoilqueGo,G 3 sontdes fonclions rationnelles de 
Pj ui coefficients entiers); en d’aiUres termes, Go, G:i appartiennent 
ail corps 0' obtenu en adjolgnant an corps O'; on encore, il 
exisle deux equations algebriques, a coefficients entiers entre Go, 

Go, ^o, gAj. 

Si, entre ces deux equations et les deux equations (XXXVIIs), 
qiii expriment que 3 {'z) sont respectivement des fonclions 

rationnelies a coefficients entiers de Go, G3 et de on eli- 

mine Go, Go, et ^'o, par exeinple, on obtient une equation alge- 
brique a coefficients entiers, entre J(/?x) et J (t) ; dans cette equa- 
tion ne pent figurer ^'3, car si I’on change i.o^, CO3 en Xco,, >*^103 ou X 
designe tin nonibre quelconqne, t ne change pas, tandis que se 
change en II existe done aussi (XXXVIIs') une equation 

algebriqtie, a coefficients entiers entre et A’-(t). 

688. On pent encore recon naitre Pexistence d’une equation 
entre \ 7 c = v/Aq*:) et \ l = \lk[n':) en s’appujant sur les resultats 
etablis an n*^' 384 , de maniere a oblenir quelques renseignements 
de plus. 

Supposons formee Fquation irreductible — dc degre 
27(7-7-1), qiii a pour racines les valeurs non nulles de sn-ur^^^; 
les coefficients de cette equation appartiennent au corps 0 forme . 
paries nombres rationnels et les fonclions rationnelles a coeffi- 
cients entiers de cp(t)=:(/A'. Supposons aiissi formee Pequation 
G( v*) = o de degre 2 7-h2donton a etabli Fexistence au n‘^ 684 et 
qui a pour racines les diverses valeurs d’une fonction sjmelrique 
de celles des racines de Fequation F(:;)=:o qui correspondent 
aux elmiients (p, q) d’une meme ligne; si les coefficients de la 
fonction svmetrique appartiennent au corps Q, il en est de meme 
des coefficients dupoljnomeG(j).Enfin, supposons formee Fequa- 
tion g ( z ; y ) zzz : 0, du degre 7 en qui, lorsqu’on j rem place jk par 
une des racines de Fequation G(y) = o, a pour racines les valeurs 
de correspondant a la meme ligne d’elements (pgj) que 

la racine de Fequation G(7) = o; les coefficients de Fexpres- 
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sion envisagee coinme un polvnoine en r el 

tiennent a as si au corps 

Ceci pose, reporlons-noas a la formale (LXXW’I:; 
s’ecrire 


/'=: V 



si j'q esl la racine de Teqaalioa G(y) = o cpii correspond a ia iigne 
(i, o), (2, o), (v, o) da systeme compiet d'elements >’//. /j), le 

second menibre, qui est evidemment one fonclion symelriqiie de 
sn-(/ 7 ij>), sn-(rtj,o)7 sn-(T;v,o), c'est-a-dire ime fonclion sy- 
iiietriqae des racines de requalion en I'o i = o, s'expri- 

mera au moyen d'une fonction rationnelle Pt(j*o • de I'y. donl les 
coefficients appartlennent au corps 0 ; il en sera done de meme du 
premier menibre o-(n'z) on y 7 . 

Si, maintenant, dans I’eqiiation G(y') — o, de degre 2v-r-2 
eny/*, onfait la transformation (X’ = R(r), on obliendra une equa- 
tion en de degre 2 v -h 2 = -h- x, dont les coefficients appar- 
tiennent aa meme corps Q, et que verifie \/l; celte equation peut 
etre formee, en suivant la methode precedenle, par des calculs 
purement algebriques; nous en donnerons des exemples pour 
n = c> et /I = 5 . Cette equation est dite equation moditlaive. On 
etend d’aiileurs ce nom a d’autres equations analogues. 

Observons que le meme raisonnement s’appliqiie mot pour mol 
a la quantile 

/•r=v rrrv 


u = 



I 




:p-( nz) 


JL i sn-co-.o 

r=i 


de Tequation (LXXXVI5) ; on formera ainsi V equation au mul- 
tiplicateur, entre M et epfx), equation qui sera encore du degre 
2 V -h 2 =z n -y i en M. 


689 . On pent se placer, pourdefinir Tequation modiilaire ( ^ a 
un point de vue tout autre, d’ou nous alloiis voir que la fonction 


(*) Cf. M. Krause, Theorie der Do ppeltperiodischen Functionen. . t. I, 
j). 2o3 et suivantes. Le lecteur qui voudra pousser plus avant 1 etude des Fonc- 
tions elliptiques a I’Algebre pourra consulter le troisieme \ olume des Fonctions 
elliptiques de Halphen, et surtoutles Elliptische Functionen de M. H. Weber. 
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'j: R'l) elle-meme est racine d’une equation algebrique, de degre 
n — i , doiit ies coefficients sont des poljnomes en f 

Si 7o esl une solution de i’equation ~ 'fo? ou Oq est doniie, 
tollies les solutions de cette equation sont des transformees 
iineaires dc Tq rentrant dans le type du Tableau (XX^), 

el pour lesqiielles on a 

YG -h 0- — 1 = 0 ('mod. i6 ), 


comme il resulte du tlieorenie du n*^ 525 concernant les solutions 

de r equation 

?"(/:) = 

et de la formiile (XLVI|, cas i"") qui se rapporte a la fonction o. 
Toutes les valeurs de la fonction sont done de la forme 

r T’ ^ designent des entiers verifiant les con- 

ditions precedentes ; il est bien aise de voir que ces valeurs sont au 
n ombre de /i -4- i . 

i'' Si ,3 est divisible par /z, on a 



en effet, les nombres a, -d, 2 verifient les conditions impo- 

sees; d abord leur determinant est egal a i ; puis la condition 
yo -T- 0 - — I ~ 0 (^mod. i6 )j supposant 5 impair, implique v = o 
s mod. S i ; en ajoutant membre a membre les deux congruences 


00 tr Olive 



[ = o (mod. i6), 
(mod. i6). 


2 '^ Si n’est pas divisible par /i, on peat determiner cinq 
nombres entiers a, c, ^ tels que Ton ait 



c — d 



a-h b 



ad — be = 1^ 


et cela quel que soit Il faiil pour cela que les nombres a, [3, 
^ soient proportionnels a 72a — nc — c/q, et comme 
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ie determinant des qualre premiers nombres esL e^ai a /i, ainsi 
que celui des quatre derniers, le facteur de pro portion nali id ne 
pent elre que n: i ; supposons qu'il soil — i, ce qui ne reslreinl 
pas la general! te dela solution, et cherchons a satisfaire aux equa- 
tions 

na — h \ = 7.. ^ = 3 , nc — d \~n d = h I : 

on en tire 

il suffit evidemment de determiner c de maniere que soil 

divisible par /i, ce qui est possible, puisque 3 est premier a n ; rien 
n’empeche meme dlmposer a ; la condition d'etre divisible par 
un entier queiconqiie premier a n, par exemple d'etre divi- 
sible par i6; b, c, <:/, ; etant ainsi determines, et a. cl etant 
impairs, 6, c pairs, comme il resulle des expressions memes de ces 
quatre nombres an mojen de a, [i, Yi ^ ( XLVlj 



d’ailleiirs , ccl cP — i = (y -j- 2c) n 5 /i- o- — i , si Ton sup- 

pose \ divisible par i6, est congru (mod. i6) a -r /i-o- — i, 
et, par consequent, puisque yo -j- o- — i est divisible par i6, a 
(/I — i) yo -1- (/i- — i) 0 -, et, par suite, a ii - — i ; on a done 



690. Les diverses valeurs de seront done ies valeurs 

distincies de 

(— 1 ) ® )? 

que Ton obtiendra, par exemple, en donnant a A les valeurs o, i, 
2, . . 71 — I. On reconnait, d’aiileurs, Ires aisement que les 

valeurs ainsi obtenues sont effectivement distincies, sauf pour des 
valeurs speciales deTo* 

Il est clair, par ce qui precede, que la substitution a tq d’une 
valeur de t telle qu’on ait c?(to) n’en peat alterer Fen- 

semble. Les fonclions symetriques elementaires de ces(/iH-iJ va- 
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leiirs seront done des fonedons algebriques de 00 = cp(':o)cjiii ne 
sonl susceptibles qiie d une scale valeui’j qiiand on se donne 
c‘esi-a-dire des fonedons radonnelles de cp^ a eoefficients nume- 
riques. 11 exisle done une equadon algebrique R(«’, u) = Oj en- 
tiere. a coefficients niimeriques, entre iv = '^(nz) el uz= (b:), de 
^e^Pe ;? — i en (v. On voit de suite qirune telle equation, ne de- 
van t pas clianger par une substitution lineaire qui n’altere pas o(v), 
est irreduclible dans tin corps forme de nombres et de fonctions 
ra lionnelles de a coefficients iiunicric|ues quelconques, nous 

la supposons debarrassee de tout facteur ne contenant que ii, elie 
admet les racines 


w = nz K 


L'egalite 


(V-' =(— i) 


- iGX 


(-0 




, (1 = 0, r, ‘2, . . /I — I). 


elantveriileeidentiquement, on voit, en j changeant t en /zt, que 

I’equation R [( — i ) a, iv\ = o est verifiee en meme temps 
que i'equation R((r, u)z=Oj qui, ainsi, ne change pas quand on 

change tr en (' — i) ^ u et u en (v; d’aiitre part, le changement 
de v en T -f- 2 (XLVg ) montre que Tequation R((v, w) = o ne doit 

1 n 

pas changer quand on y remplace u par r ii et w par r w. On voit 
ainsi, en particulier, qu’en regardant u et w comme du premier 
degre, Fequadon R((v, li) = o est aussi bien du degre /z-[- i en ii 
qu'en qu’aucun terme du polynome R((^^, u) ne pent etre de 
dimension impaire, c|u’aucun de ces termes ne pent non plus con- 
tenir une seule des deux variables pp, ci a une puissance qui ne soil 
pas un multiple de 4* 


691. Ces remarques permettent de reduire notablement le 
nombre des coefficients niimeriques de ce polynome, qu’il reste a 
determiner. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynome ecrit 
avec des coefficients indetermines, w = o (/zt) et u = ^('^) pai* l^s 

JL * 

developpements entiers en que Ton deduit immediatemenl des 
formuies (^XXXVllIi) ; on egalera ensuite a zero les coefficients des 
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diverses puissances de^^. Saiif lefacteur ^ 2 , qui disparail: a cause 
de la parite des termes de B.{ u). ces coefficients sorii entiers: 
on aura done, pour determiner ies coeffeients de li dv. // a a 
resoudre des equations du premier degre a coefficients ealiers: 
les solutions seroiit des nombres ratioonels, 011 meme. si Fen 
veut, entiers. Les coefficients de Fequalion IL qr, ii) = 0. consi- 
deree comme une equation en tro appartiennent done au corps Q. 

692. On ecrit liabituellement cetle equation V equation mo- 

n- — 1 

dalaire proprement elite, en y remplacant ct' par i' — i * "" r; 
elle a alors pour racines 

( — ® o ( (:a = o, I. •> n — I - 

A Tequatlon R(ct’, u) = o qui relie les deuA fonctioiis vv = 
et ii — cp(':) correspond une equation toute semblable reliant ies 
deux functions = AA) et u=z6(n':). Si, en efiet, dans ['equa- 
tion 

R[o( /iTj, T j] = o, 

qui est verifiee identiquement en on remplace t par — elle 
devient 

R[-Li t), ’[>(71- )] = o. 

Le meme mode de raisonnement permet de prouver [’existence 
d’une equation algebrique a coefficients entiers, entre ) et 

J(t) qui, cjuand on regarde J('7) comme donnee, a pour racines 

J (A = 0 , f, 2 , /i — !•: 

elle est du degre n-hi par rapport a cbacune des quantites J(/^':), 
J(t); elle est irreductible dans le corps forme par les nombres 
rationnels. 

II convient d’insister, enfin, sur ce que les formules (LMII) 
de Schroter permettent d’obtenir directement des equations mo- 
dulaires pour chaque nombre premier impair donne n: nous en 
donnerons des exemples pour 72 = 3 et 72 = 5. 



FOXCTIO.NS ELUPTIQLES. 


§ III. — Probleme de la transformation. 

693. Le probleme de la transformation pour des fonctions doii- 
biement periodiques quelconques d’one meme va- 

riable u consiste a rechercberla dependance dans laquelie doivent 
se trouver les couples de periodes primitives de <^(u) el de W(a) 
pour que ces deux fonctions soient liees par une relation cilge- 
brique. Ce probleme se ramene immediatement a celui de la 
transformation pour la fonction pu^ puisque |oj,, et 

; ojj . W;;), d’une part, n, , et | o , , n;}), d’autre part, 
sont liees par une relation algebrique. Si p(i^|co,, ca^) et 
f2;jj sont liees par line relation algebrique 

/[p(n I toi, C03), I t>i, ih)] = o, 

on voit aisement, en I’envisageant comme ime identite en u, et 
en j remplacant ic par ii augmente d’un multiple entier quel- 
conque rii de 2ta^, que Ton a aussi 

/[p( 22 ; CO3). j.)( U -2/21 COj I ill, ^^3)] = O. 

Puisqu’une equation algebrique ne peut avoir qu’un nombre fmi 
de racines, cette relation envisagee comme une equation en 

p( u — i/iiOii I L>1, Q3) 

permel, puisqu’elle estverifiee quel que soit Tentier /z^, d’affirmer 
que parmi les multiples (entiers) de aca, il j en a certainement 
qui sont congrus a o, modiilis 2^1, 2O3 ; on verrait de meme que 
parmi les multiples (entiers) de 20)3 il j en a certainement qui sont 
congrus a 0, modulis 2 a 2^3; en sorte que, pour que deuxfonc- 
lions pii puissent etre transformees I’une dans bautre, ii faiit ne- 
cessairement qu il exisle cinq entiers p, a, 6, c, d (cjue I’on peut 
toujours supposer sans diviseur commun), tels que Ton ait 

uoji = a-Oi -f- ^ ^ 3 , PC03 = cni H- 

Soit o le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, Z>, 0, d] 
nous savons, par la tlieorie des substitutions (n° 133 ), que I’on 
peut determiner des couples (coj, co!j), (n', respectivement 
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equivalents a 03 , , oj..), /q,. o,‘ . et leis que ron ait 
ad — l/c ^ , 




Si Ton designe par v le plus grand commiin diviseiir ole a el d«* 
ad — be ^ , 

— — j el par 771, ii les qiiolieiits de ces deux entiers par v. ou 
pent d’ailieiirs meltre ces relations sous la forme 


/n oj . =jLz n 0 ii . . 


///V oj.. cii . : 


w, Ji aiissi bien qiie 0 et qiie v, o sonl premiers relalifs. 
De ces relations on deduit que Ton a 


i oj', Cut / ’ Q', lit 

p I i == p i ^ P 

\ nrj rj ; , nt nvtj 


d'ou, a cause du theoreine de Phoniogeneite, 


^ , to' j = ^ j o; , i : 

mais est une fonction rationnelle de formee avec les 

memes periodes; le numerateur est du degre o-, le denominateiir 
d’lin degre inferieur a 6 -; en appliquant les formules (XXf^ j et 

(01114), on voit d’ailleurs que — ? oo'j ) est une fonction ra- 

tionnelle de p[u | 03', (oij), e’est-a-dire de p(7£ j toj , 033), dont le 
numerateur est du degre /q le denoniinateur du degre ?i ■ 




plou 


—7 w' ) est done ime fonction rationnelle de p[ii 0^1,033) 
dont le numerateur est du degre /io-, le denominateiir d im degre 
inferieur a no-. De meme p{ mu j q.\. est une fonction ration- 
nelle de 33(7^1^1, ^3) dont le numerateur est du degre / 72 -v, le 
denominateur d’un degre inferieur a ni-y. Ainsi deux fonctions 
J3(?^|wn W3), p{u\Qi ,^3) ne peiivent etre iiees par une relation al- 
gebrique que si elles sont aussi liees par une relation de la forme 

R[p(zO coi, 0)3)] = R|[p(a| lii, tisjJ, 

ou R et Rj sont des fonctions rationnelles dont les niimerateurs 
sont de degres respectivement egaux a /lo-, 721-7 et dont les deno- 
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iiiinateiirs sont de degres inferieurs a m-y] m. n, o, v soul 
des enliers cjui doiveiit verifier la condition que n d’lme part, 
m. 0 d’aiilre part, el enfin v, o soient premiers relalifs. II n’est pas 
difficile de montrer qiie ces enliers sont ies memes de quelqiie 
facon que Ton clioisisse ies periodes 203!^ on 20'^ 20'^ equi- 

vaienles a I'jji, 2033 on 2 0j, 2^3. 

On reserve le nom de transformation priniitwe a celles qiii cor- 
respondent ail cas oil ~ 0 I ; /^ est le degre de la trans- 

formation primitive. Ce qiii precede met en evidence que toute 
transformation pent s'obtenir an mojen de transformations pri- 
mitives. On voit aussi comment ies equations modulaires corres- 
poiidant a une transformation quelconque dependent des equa- 
tions modulaires correspoiidant a une transformation primitive, 
dont nous avons parle au § 11 . 


I IV.— Division des periodes par 3. — Equations modulaires 
correspondantes. 


69 i. Nous avons forme (CIVo,^), et explicitement au has du 
Tableau de formules (CIV), I’eqiiation T';j(;/.) = o qui, par la 
substitution p;/, prend la forme 


fir) — 3r- 


- “ 3 ^ 3 ^ — 


iG 


= o, 


el doiilles qiialre racines sont p ^ p » Si, entre 

cette equation et I’equation (XCVI), 

1 1 


qui suppose y'cq — =: i , on elimine y, on obtient immediate- 

iiient 1 equation F( ^ )=:03 dont les quatre racines sont sn-— 

sq 2__, sn 2 — ■ En tenant compte des relations (XCVI) 

(n‘^ - 419 }, 



on parvient aisemeni a Teqaalion 


F { ^ ) — Ic* z* — 6 />:-z- 4 I -r- ; -3 — 3 = o. 

Par la substitution z ~ /cz. cette equation se transforme en 

( l) ( Z- — IJ- = 4 ^ ZZ -r- Z- !, 

oil 


les racines de cette equation sont les carres des valeiirs qiie prend 
la fonction Ei ( de Kronecker * LXX\ ■>) lorsqaXn y rempiace r 

par -5 ■■■ “ « 

^ 2 2 2 

On pent deduire directement Tequation (i ? de i'egaiite 


sn2ap,,/ = < — ! i/^“‘ sn 


qui a manifestement lieu pour /? = 3 ; en posant z = A* sn- et 
tenant compte de la formule de duplication (LXXXYj , on a. en 
efFet, 


T 



sn-2rt 


p.q — 



(l — 2-f 


Z) 


en supprimant le facteiir j Z on retombe siir Fequation f i). 


695. Si I’on designe par z,o la racine de Pequation (i)qui corres- 
pond a I’element (i, o), on a d’ailleurs (LXXXVI;}) 


cpH3T) = // = (Va? 


■iK 

cn- 

o 





/.' — Zj(i _ 
I — /cz-a ’ 


il suffit d’eliminer Z,o entre ceUe equation et Fequation (i), dans 
laquelle on a rempiace Z par Z,o, pour obtenir une equation 
entre ®-(3':) et Fequation 

-oH3-)F = 4'fM^)?-(3 -) [I -?->-) ?-.3^)]- 
a laquelle on par\'ient ainsi, enlraine immediatement la relation 
oi(-)_ci(3-) = 2ofT)=(3^)[i — -f^-) r-(3-) !, 
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2 2 S 

piiisqiit? les premiers termes des developpemenls des deux mem- 

bres ^'XXXVIir/i siiivanl les puissances de cf sent egaux (iis sonl 
1 

ions deux egaux a -- \ q~ )^ En posant 

on oblieol reiquation modiilaire propremenl dite (pour n = 3) 

‘j. ( ■* — U * 2 UK' I [ — = o. 


696 . On va verifier qiie cetle ecjiialion (2) se deduit aiissi de 
requalioii i) par une transformation rationneile. On a, en efiTel, 

^ 7 •: 1: — z ) r I — A- z ) I — p z -f- z - (f — z-V- 

~~ ~k\ i — JrL f- ~ (i — /t'z )- ~ 4 (i — IcL )- ’ 


la derniere egalite resoltant de requation (1); on en concliit, en 
extra van t les racines carrees, 

o(3z) __ f — 

) ~~ 2(1 — /i Z ) ’ 


car il esl bien aise de voir que le second inembre de cette egalite 
doit, comme le premier, etre positif pour de grandes valeurs po- 
sitives de O On n’a plus qii’a faire la transformation 

_ T — z^- 
2 1 1 — /: z ) ^ 


en reinplacant dans (i), i — z- par 2(1 — en remarqnant 


priiiiant le facteur i — /rz qui, en vertii de (i), ne peut s’annuler 
que si == i, on trouve 


\ en sup- 


qiie le second membre peut s’ecrire (i — kz) 




! 

y' 


Felimination de z, entre cette expression de y- et celle qui est 
fournie par la transformation rationneile elle-meme, donne enfin 

7 ,- 2 — 1 = 0 , 


et, en posant A' = z/'q y = on retrouve Fequation modu- 
laire (2) enlre u = o(z) et r ~ — ?( 3 t). 



APPLICATIOX> A I/ALGEDRE ET A L'AFuTH^lSTiQ'T.. 22G 

697, On a d'aiileiirs aiissi 

~ (l > l tG ■ = I li'j l — I— : 

— f J — -A ,’f '. c\ . : I _ rj’i i'> — i/M-' ^ 

— r — If’- (•* — o Hi' — o i i f — // W’* — -.i (!{• — 2 ic’ v' 

on. eii deduii inimediatemenl. en extravan I la racine qoalribne, 
la relalioo 

ou encore 

V T/ — ITr =z I ; 

c’esl sons cette forme que Lependre ■ Fonctions ellipliqiies, 1. L 
p. 23 o) a donne le premier 1‘equalion modulaire pour n = 3. 

698. Placons-nous maintenaiit an point de viie dn ii ‘ 691, el 

proposons-noiis d’etablir dlrectement reqiialion iiiodiilaire enlre 
u='^(p) et (x^ = On sail qirelle est dn qoatrienne degre 

en. fv, till qnatrieme degre en i/, qu'aucim de ses termes ne pent 
etre de dimension impaire en (v et qii’ancun de ses termes ne 
pent contenir xx’ oa u seal, a line puissance qui ne soil nn mul- 
tiple de 4 ; elle est done necessairement de la forme 

(^^0 -f- Cl-l u- -r- aO -r- ( — bz ll } »'■' 

-\-(c^u’^ c-i iC- ) iv- ~ ( di id -i- dz li ) ii' ~ e,) id = o. 

Si Ton identifie cette equation avec les deux equations que i'on 

obtient en y remplacant, d’unepart, xv par — u. u par vv, d'aiitre 
*^1 ”3 

part, «par Vu. xx’ par Fxv, on volt que : 
oil bien 

a., = a.2 = bz = Co = Co = c/i = o et = o ; 

OQ bien 

= bz = Cu — di = UTi = b^ — dz = Cq = o : 

la premiere alternative est seule possible, car dans la seconde 1 e- 
qiiation modulaire neseraitpas irreductible ; Pequation modulaire 
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est done necessairemenL de la forme 

, {i-V — ) — l)i It- CP'3 -t- d:i uw — o. 

Si, daos le premier membre cle cette equation, on remplace 
u = 'z i 7 ), tr = o(3^) par leiirs developpements (XXXVIIIi ), on 

1 3 

obtient, en egalant a zero les coefficients de c/ et de les rela- 
tions 

‘la;. — c/;> = o, hi ~ o, 

en sorte qiie ['equation cliercliee est 

— It* — iit^ -i- 2 a w = o. 

Pour on retombe sur Tequation ( 2 ). 

699. Cette meme equation ( 2 ) se deduit aussi de la formule 
(LVIII]) et c’est peiit-etre par cette voie que Ton apercoit le 
mieiix la source commune d’ou decoulent toiites les equations 
modulaires ( ‘ ). 

Si nous faisons, dans cette formule^ a= i, ^1=3 et, d’une part, 
x=:\,y = — I, d'autre part, ,r=:|,jK= — f, puis que nous ajou- 
lions les deux relations ainsi obtenues, il viendra 

S3(4h)-3(i!30H-Sa(fi0&3(!|30 

= aTTst'O ; 47 ) ^• 3(0 : 127 ) --2q’* 2r3(27 j 47 ) S' 3(67 [ 127 ). 

Sii'on transforme le premier membre de cette egalite, en appli- 
qoant la formule (XL^), il se presente sous la forme 

[^3{i:4^)--27,(ii47)][Sr3(Hl27)-4-^2(ilT27)] 

[•'^3 (d 1 4 " j -i- ^-2 ( I I 4 " )] [^3 ( f I ) -i“ ^2 (1 I 1 2 7 )] ; 

quel que soil T, on a d’ailleurs (XXXIV) 

=7ri(ojT) = 0 ; 2r3(|TlT) = e ^ ^ ^ 2 ( 0 ! t) ; 

TTsi I It) =^3(-||t) = 3r4(o|T); 

Fegalite precedente pent done s’ecrire 

^4^o'4 7)77;(o| 127) = 7r3(oi4 7)2r3(o| 127) —2r2(o I 47 ) 3 - 2(01 127). 


P) Voir Journal de Liouville, 2* ser., t. Ill, p. 260; i 858 . 



Cette equation, dans iaquelle on pent sauooser t remplacu 
par 7 esl manifestement ideolique a r^qualion modida’re 'aC 

700. Observons eii passant qiie Ton obtienl. par le rudrue pro- 
cedep, des equations analogues ea posant dans laforniiile ■ LMlLt ' , 
ecrite pour a — i , 3 = 3. an lieu de 

soil 



on parvient aiiisi aiix relations 

— ( O i 

3 ^:. ( O i 


T j (2e j 3 e ) = (_o ■ 3 C; — '-e ” 'j~ ■- 


701. L’equation an multiplicateur s'obtient en eliininaiit z enlre 
les deux equations 

M z ( I — k z) = k — z, z* — G z- -r- 4 2 — 3 = o. 

Ces equations sont equivalentes aux deux equations 
A z2 B z = C = o. A' z- ~ B' z G' = 0 , 

OIL 

A = M -M , B = 3 6 AAI — /o G == — 3 = 4 -r~ M, 

xV = — /:M, C'=—k: 

Fequation au maitiplicateur est done 

( AC — A'Gj 2 = (Air — A'B ) i BC'— B'G 

en divisant les deux meinbres par (A- — i i-, et rediiisantj eile 
prend la forme 

3M'^~e- 8u— aA- 6M2 — I = o. 

L’equation f\y)=o dans Iaquelle se transfomie requatioii 

= o par Ja substitiUion y = pii (n“ 69-i) etant clu qua- 
trieniG clcgre cn Gst resoluble pai' radicaux; il cn csl dc iirunic 
T. etM.— IV. ‘‘i 
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lie i'equalion F IF i = o. En general, ces ecjua lions ne sonl pas abe- 

lieniies. 


70:2. Dans le cas ou ^*2 el ^^'3 sonl reels, il n’esl pas difficile 
ffecrire explicilemenl les valeurs des quatre racines do I'eqiia- 
lion fpr i — o dans laqiiellc sc transforme reqnalion M’;j(q/)=:o 
|)ar la subsliiiUion yz=pa. 

Convenons do designer par s la racine ciibiqne imaginaire dc 
riinile dont I’argiiment est ou —? siiivaiit qne le discriminant 

Q — -i— / O -• rr- 

Vj — I G o 2 :’>) 

est negalif ou posilif; par F la racine cubique reelle de — ‘iQ: 
par a. b. c les quantiles 



par \ a la racine positive de a] par sjb^ sjc les racines de b et de c 
dont la partie reelle est positive; il est aise de voir qne \- b^ \/c 
sonl imagdnaires conjuguees et qiie le coefficient de i dans la 
partie piirement imaginaire de \'b est positif. On a alors 


2Wi /- . t- 

= sj a -T 0 -r- sj 

20J3 /- IJ 

p —7— = — V ^ — V 


2103 -f- 2 Wi /- /- 

p = — s/a ~ \/b -h V' c, 


2 W3 2 W 1 


\i a b — \l c. 


L'ordre dans leqiiel on a egale les quatre racines de Fequa- 

. T 2Wi 2W3 2C.J3±2C0 j , |. 

lion J \y } = aux nombres .p 3 deter- 
mine par la condition que soil I'eel et posilif, reel 

el negalil ; p s' exprime au mojen de j3 jd — - et dii 

prodiiit p^ ^^7 par les formiiles (radclilioo. 



APPLfCATiONS A L'ALGEBRE ET A L AIlITHHETiQ- K- 


g V. -- Division des periodes par 5. — Equation modnlaire 

correspondante. 


703. An lieu de former directemenl ['equaliou W- = o et 
tion f{ yj = ck dii douzieoie degre en ju qui en resiihe par la 
substitution y = p lu equation qui a pour racines ies douze vaieii!'? 

que pent prendre 1 expression pop^rj pour ap^,.= — : 

nous fornierons les equations du sixieme etdo second degre dont 
sa solution depend. 

Soient 

En posant y — /?.//), on pent ecrire (Cllly'i 

et cette equation, si Ton regarde P comme egal a 

p(yp,^)-^p(2ap,^), 

est aussi bien verifiee par que par p( 2 ap^^j, puisque i'on a 


le polynome 


P(4«/;,ry) 


(y- O' — P)(4 — ^3) 


doit done etre divisible parp'*- — 0; en ecrivant qii ii en est 

ainsi, on obtient les deux equations 

(2) 6PQ = P3H-|g-,P^g-3: aO^— Q(P-ig2)-r-^^cP- iWi 

d’ou Ton dediiit 

.( 3 ) Pe — 5 ^- 2 P- -- 4o ^3 P" — 5 .g| P-2 — B go ^^3 P — ^ g 5 = o. 

Cette equation est irreductible dans le corps 0 forme par les 
fonctions rationnelles de g '3 a coefficients enliers, puisque en 
la resolvent, par exemple, comme une equation du second degre 
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en ^3. la quantile sous le radical n’est pas un carre parfait. li suit 
de la qiie les six. valenrs de -f- p( 2 ap^q) sont distinctes ( ^ ). 

P etanl determine par cette eqiiatioiij on determinera j par 

requalioii 

‘ i ) r- — Pr gj, ( - 5 - 2 o 2 P ) = o. 

On voit que toutes les fonctions symetriques entleres de 
j 3 (ap,q). p(:iap,g)^ dont les coefficients appartiennent a 0, seront 
des fonctions rationneiles de P dans le meme corps. 

En eliminant P entre les equations (3) et (4), on obtiendrait 
Tequalion dii douzieme degre /(y) o, ayant pour racines les 
douze valeurs que pent prendre pctp^q pour n = 5, equation que 
nous avons evite d’ecrire. 

70-4. [1 n'y a aucune difficulte a former de m^me Tequation du 
sixieme degre qui admet pour racine la quantile R introduite par 
^1. Kiepert. On a, en effet, pour 7i = 5, 

R = [p(VO;.r7)--p(2«;,,.p][jD(2a;,,0~P(4^^/>,7)] = — 

= — [p P 0 4 P pO ) 



{'^) Faisons en passant sur la forme de Tequation en p quelques observations 
qui s’etendent aisenient aux equations analogues pour n premier impair. 

Le coefiicient de la plus haute puissance de p est numerique et les autres coef- 
fscients soiiL enliers on gr, ^ 3 ; cela pouvait etre prevu, car ce caractere, comme 
on I'a vu au 11 '' 457, appartient au polynome eu y que Fon deduit de 
quaod on y remplace par y; il appartiendra done aussi, en verlu de la 
tiieorie des fonctions symetriques, a Tequation S(^) = 0 , ayant pour racines les 

somrnes de lO — 1 racines de Tequation en y et a tous les diviseurs entiers en .c, 

g';. jgs qui ne sont pas divisibles par un polynome en g-.,, or le premier 
mambre de Feqiialion en p est un tel diviseur, puisque ses racines sont certaines 

somrnes ae — — racmes de i equation enjK. 

D'aulre pari, le polynome en p est une fonction homogene de p, g^^ g^ quand 
on regarde ces qiiantites comme du premier, du second, dii troisieme degre; 
cela pouvait aussi etre prevu par Fequation d’homogeneite (YIII.). 

Ces remarques iiiontrentque, pour former Fequation en P, on n’a a determiner 
que des coefilcienls numeriqiies; en parliculier, il est certain que le terme en P" 
manque toujours dans Fequation en P. 



APPLICATIONS A l’aLGEBRE ET A i'aKITIIIC: T irfUE. 

ii siiffit done d'eUminer P entre les deux equations 

P3_f3R_^, .p - ,,^.3 ^ 0 . 

— 5^2 P-^ — 40^3 PS — 5 P- — S ?— 5 r: 
on encore entre les deux equations qai ieiir sont eqoive 


ci i e n V e 5 


P“ — r 3 Pt — .^2 j P ^ -'3 = 

9 ( R- ^2 R — j P- 34 ^ 3 1 2 R — ^ 2 ; P — ^ ~ • 

on trouve ainsi, sans anciine peine, Teqnation 
W R ) = 5 Rs 1 2 R'^ — 1 60 R- 256 Q- 

= (5R- -f- 2^2 R — , 5^1 p: R-— — Pi)- 

27 (foR" — — 2 " pi: ? = 0 . 


Oil 




et Ton obtient, en passant, Pexpression qiie voici de P en fonclion 
rationnelle de R, 


P = 


6 iTs R- 


— R3 — 2 ^"2 R" I tj y 


70o. Pour n = 3, les equations modulaires entre 0:2* 

se dediiisaient immediatement des equations (i) dii 687, 
pulsque pour ii = 3, v est egal a i, et que, par suite, on a sim- 
plement 


^ 2rioi p 

=P‘> 


2 7' Oil 

p2 ? = p , 

i /I 




Pour /z = 5, il faiitfaire siibir a ces equations une legere transfor- 
mation. Puisque p P sont racines de I’eqiiation ( .{ ), on a 
d’abord 

py-p V = P-^P — = gqr . 


on en deduit 


P" 5 ‘ P 3 


^COi _ P| 

.p^-^ = p? 
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en remplaoant ces sommes par leurs valeurs dans les equations (i) 
dll n'^ 68 T 5 on a ensiiite 

( 4o,^3 Pi Go — 80 PJ — o, 

j 1 1 2 P 1 ^^o 1 95 ^3 Go — 1 4 o P i =0 ; 

les deux equations clierchees sont le resiiltat de relimination de P j 
entre les deux equations (3) et (5). 

On observera que les deux equations (5) sont lineaires aussi 
Lien eii Go. 03 qii’en ^>- 2 , ^* 3 . Si on les resout par rapport a g‘ 2 , 
et que. en v reinplagant Pi par P, I’on porte ces valeurs dans 
TequaLion (3), on obtiendra une equation du sixieme degre en P 
dont les coefficients seront des polynoxnes en Go, G 3 a coefficients 
entierSj et que devra verifier P^. Cette equation, jointe a Pequa- 
tion ( 3 ;» et aux equations ( 5 ), montre bien nettement comment les 
tdenients de Fun des couples (^o, § 3 )? (<^ 2 ? G 3 ) dependent alge- 
briquement de Faiitre, les elements de Fun des couples etant sus- 
ceptibles de six valeurs quand on se donne I’autre couple. II 
convient de remarquer que si Fon connait deux couples corres- 
pondanls (go, gab, (G 2 , G 3 ), la valeur correspondante de Pi , racine 
commune aux deux equations (4 ), s’obtient rationnellement au 
moven de go, ga, Go, G 3 . 

706. Passons a Fequalion du douzieme degre qui donne les va- 
leurs de ou 

_ 2/?K ^2iq K' 

j 

Le systeme complet des elements est, par example, 

(o, i), (r,o), (i, i), (1,2), (r, 3 ), fr, 4 ), 
to, 2), (-2,0), (2,2), (2,4), (2,6), (2,8), 

oil Fon a mis Fun sous I’autre les elements qui appartiennent a 
line meme ligne. 

Si Fon pose 






APPLICATIONS A l’aLGEBUL KT a L'AniTilHETInl'E. 
Oil aura, eii verlii des formiiles d'addilion. 





snyjap^^- 


r 


ox 4 / ’ ~ x'' 

ox^ — ^zx' — 6x^ — I ' 
4^0 [ ZX' — x'^ ^ 


d on aiUre coLe, on voit de suile que i on a 


/«r 5?n~i o Cf p^ff j — /t. ^r ^" ocijj q ■. 

et i on a la le raoyeii de former une equation €|iie devronl veri- 
fier toutes les valeiirs de /csn-r/^.^; coinnie reqiialion ainsi ob- 
tenue esl dii douzieme degre, on est sur que c'est Tequation 
clierchee : elle se Irouvera mlse sous une forme qui nous sera 
commode. 

Si i’oii pose, pour abreger, 

^ 

et 

A = 3 — 4 ? - — B = 3 6z- — i , 

ceLte equation sera 

( I ; f(z)= A - ( 1 — )- — 4 (i ~ zz z - 1 


La fonction /c- sn- (cip^g) sn-( 2 a^.^), i^ationneile en A'sn-(e/^,^), 
ne change pas de valeur quand on yremplace Ic sn- Uip^q) par rune 
oil Faiitre des racines qui correspondent aux elements d’nne meme 
ligne verticale. Si done, dans Tequalion y(:j) = o, on fait la trans- 
formation 


on devra obtenir line equation dii sixieme degre en lu et les deux 
racines r qui correspondent a une menie racine r de cetle equa- 
tion doivent pouvoir s’obtenir par une equation du second degre ; 
c’est ce que Ton ya verifier. 


707. Regardons dans ce qui suit y comme mis simplement 
pour abreger a la place de la fraction rationnelle en qui con- 
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•:>Q 
•2 -JO 

stitue le second membre de [’equation (2); resoivons cctte equa- 
tion oar rapport a 0 el subslitoons la valeur aiosi troiivee dans A. 
el dans B: on troiivera sans peine 


]3iii5, en reniplacant aussi dans (i), 


D’autre part, on a identiquenient en j', 0, 

i - — 27- ^r)-- -^y- —y Ky—'i ) ^ p 4 ) j] 

I I -r- 4 / - 


47-7-) ’ 


dans le premier membre, la quantile entre crochets esl nulie en 
vertu de la definition (2) de y] on a done les deux egalites 


i 4 ^ 



— 7(7- — H- 5 ), 


I -f(-) ^ y ^ -- 

M I — ^ 


(h-47“~7-) — 4p7j 


qiii peiivenl etre regardees comme des iden tiles en ^ si I’on se 
reporte a la definition (2) de dans les deux seconds membres, 
r: ii entre explicitement que par la combinaison - ^ ne peut 

done etre une racine de f{z) sans que la vaieur de qui an- 

niile ie second membre de la seconde egalite n’annule aussi le 
second membre de la premiere, e’est-a-dire sans que Ton ait 


< a f 


QlV) = iGp^j — (1-^47— 7")U5 : 


Pieciproquement, si Ton prend pour j)/ une racine de cetle equa- 
tion, poor -3 une racine de Tequation du second degre en z-j 


{ 1 ) ! 


(i 4- 4y — _ 4 pj = o, 


le second membre de la premiere egalite ( 4 ) sera mil [comme on 
le voit en eliminant p entre ( 5 ) et ( 6 )], en sorle que 

__ ( J 3 _ 2^2 4_ 3^) 4_ y 2 
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sera nul ; mais alors. eii verUi de i'idenlild dont le second 
membre esL nul a cause cle (6). on aura, puisqiieg* n'est pa.s nul. 

c'est-a-dire que satisfera bien a sa deiinition ''2*;; dds lors. les 
identites (4) onl lieu, en sorte que est mil a cause de '16 . 

Nous avons done demontre que i'on oblienl les racines de z en 
resolvant Tequalion (5) du sixieme degre eny, puis requation do) 
du second degre en 


708. Si i’on considere une fonclion symeirique de deux racines 
de Fequation /*(3) o qui correspondent aux deux edements d'une 
ineme iigne et, par suile, a une meme raciney' de 0 y‘) = o, elie 
s’exprimera ralionnellenient au nioyen de la somme el du produil 
des racines de I’equation (6), e'est-a-dire en fonclion de la ra- 
cine y coiisideree; cette fonclion symeirique dependra done d'une 
equation du sixieme degre. Tel est le casy par exemple, pour Fex- 
pression (LXXXV’Is), 




Cn- — :r- cn- 

D 0 

TT^i^TTTK' 

dn- dll- ^ 


en siipposant qiiey soil /e- sn- deux racines de Fe- 


quation (6) seront /c sn- k sn- ^ et leur somme sera 

on en deduit 

4p/:r 


v/A- 


j ^ —yz 

\rky 




i-i-4y— y- 

en remplacant, dans le second membre, p par k -r y? et en snppri- 
mant en haul et en has le facteiir y — i , on trouve sans peine 


-h 




v/A- 


S' = - 


i — Y 


ou 
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en eliminant r eiilre et reqaalioii qiii defioit S* , on ob- 

lieot sans difficiille reqiialion en 5*, puis l equation en \//. 

709. Si Ton vent former requalion qiii a pour racines 
OD constalera d’abord, com me dans le cas de /z = 3, qiie 

VJc 

est line fonctioii ralionnelie de y. On a, en effet, 

£7 _ , I ) 

V 7 ” -f-id 

— P'~— -f- ( p- — 2 j (r- — or) (,r-y I) (y -f- 1)-] ^ 

en rempiaeant, dans le niimerateur, p-y par la valeiir liree de I’e- 
qaation 0(j') = O; on trouve, apres des reductions faciles, 

v//c r “ ^ J ’ 

en exLrayant les racines carrees et en choisissant le sigme de ma- 
niere que le second membre soit, comme T, positif pour de grandes 
valeurs positives de 4i on obtient 

T = 1—1 = ~ (i4-4r— rpCi— .7)^ , 

Ceci pose, on a a eliminer y entre les deux equations 
0 (r ) = o . 4 [(y -f-T ) -i- t- ( j2 — 3jk )] T — /:( r h- 4 J — y-) ( r — j )2 = o ; 

en rempiaeant y par i — * A, on est ramene a eliminer X entre les 
equations 

0 ( I A ) = AG 4 Ao _j_ i6 IJ.2 ( X — I ) = o, 

X4 2 a3 ^ 4 ( at — I )X2-f- 4 ix T ( X — ‘A ) = o, 

oil Ton a ecril, pour abreger, p. an lieu de k — la- premiere de 
ces deux equations se simpiifie en ajoiitant le premier membre 
de la seconde multiplie par — a- — 2 X; on est alors ramene a eli- 
miner A entre deux equations du quatrieme degre 

X-T X^-^ (aAT H- rjLT)X 3 — 4 jjl(T -H {Jl)X -f- 4 (Jl2 = 0, 

X4-i-AX3+ 4{7rT — i)X 24 - 4 jjlTX — 8[jlT = 0 . 
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En appliquaal ia metliode ue B^zou- elem les li^nes 

el ies colonnes de maniere k simplifier le de-erminaii!. d:i aim- 
Irieme orclre aiiqiielelie conduit, onparvienl aisemerit a iin dt-ler- 
minanl do qiiatrieme ordre doiilsepl eienienls siir seize sontnyLs. 
et qiie Ton n’a done auciine peine a developper: on Irouve ainsi, 
en supprioiant des facteurs p. et (i -f- /*■). 

T- - 4T - /: = g. 

En posant csi'ot) = — e, — £/. done T = — on trouve 
fmalement ( ^ ) 

iij: — m ' } [ — ii^ v'^ e- kii’'- r- ? it - — e- » = o. 

On parviendrait a la meine equalion en siiivant la melliode 
appliqiiee au n° 698 pour n = 3. 

\ C 

710. On pent mettre celle equation sous la forme ]> = jj' 
posant 

A. — -i- -T- B = 4 ap( n- e-), G = i — D = — zo ; 

on peut done aiissi la mettre sous la ibriiie 

Aj- B __ G-e- D 
A — B ~ G-d-D’ 

OLl 

A — B = (zi -T- e jS 
A — B = ( u — r )S 

G -i- D = ( I ZZ* ) ( I -r- ), 

G — D = (i-r- zzM(i — pO* 

C’esl la forme que Legendre lui a donnee. Dans son S upple- 
ment aux Fonctions elliptiqiies^^, 70 , iletablit, en effet. I’equa- 
tion 

(Vk-^Vl\ _ i-l 

De I’equation modulaire obtenue au n'> 709 on deduit alsemenl 


(‘) Jacobi, Fundamenta; OFuvres, t. i, p. 7S. 
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la relation 

[i - == (i - n8)(i— pS) 

= [. I — li’^ ) f I -r- ^ )j [(' I — )( I -r- It'* )] 

= i l ~ U*)(l— Lt* -h It'* — V^) 

_ ir — — 5 n- i'- ( u- — ) — 4 ( t- ^ — ^t'* ) 

~~ — 4 p 

ii'"' — r*' — 5 u- 1'- ( It- — r- ) — 4 itv(it* — f'*-) 

X — V- 

— 4 uv 

* It - — C'- r-(’ H-\- v)* ( U — (-' )•• ( [cp-(T) Cp- ( 5 T ) _ 

“ ~ iGcp-C'^) 


cFapres line remarque faite an 692, on a done aussi 


[i_6s(5':)][i-d.s(^)] 


pi, 2 ( 5 ^)„^- 2 (X)]C 


Si Ton dlvise ces denx relations, inembre a membre, et que Ton 
lienne compie des egalites 


cp8 ( - ) -^ 68 ( = I ^ Cp8 ( 5 ': ) -h '1^8 ( 5 T ) = 1 , 


on obtient la relation 


6^1 __ r o^-(z) -o^-{5z) Y. 

o\z)’y>{5z) ~ ^ 

d'oii, en extrayant la racine sixieine des deux membres etchoisis- 
sant les determinations par la consideration des developpements 
suivant les puissances de q (XXXVIII i). 


'b( z^ 'I ( Sz) ^ 9“ ( ) — 9' ( a ) _ 

9(/:)9(5::) ‘ 6-(t) — 

C’est la forme meme donnee par Jacol)! a I’equation modulaire 
ail § 30 de ses Fundamenta (‘), savoir : 


(vV- — ^fi) ^/c f/z -u {^k' _ /z') yk' yr = o. 


Til. Dans laformule (LVIIV) posons a = i, [j = 5, et prenons 
d’nne part x = y z= |-, d’aiitre part x = y =\\ ajoutons les 
deux formules ainsi obtenues ; transformons, comme dans le cas de 
n = 3, par la formnle (XL^ ), les prodults de S“ qui figurent dans 


(^) OEmres, t. I, p. i25. 
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le premier iiiembre, en somrnes de .'i; eiifui, exprin: '-as ics r de 
rargument j, | on | par les S de ['argumeolo: non- ■ biic-Air o.s 
ainsi la relation 


7,po i T j ::;po , lo- 


M j 3 T ! S'- (o ; 1 5 T — a- S.; t 3 t 
— fp Sr4<>T; 3 - ) S-uot ; iOt 


De meme, prenons dans la meme formole ecrUe pour i. 
^ — 5 , dmne pari x — y = — | ; d'aulre pari x = j* = — 3 : 
ajoiitons les deux forniiiles ainsi obteniies; reduisons au moven 
de la formule (XL/j. el nous aiirons la relalioii 

SifO i 2 7; ^ 4(0 I lOT} = S 3 (O ; 3 “ ) S; O [ 5 T ) — ^3 fS 3 T . S- 5 T iJZ } 

q^?:o(yz\Zz ioz \ I'jz i. 


Pour x = — -j y~ — — d*ime parL et j? ” — 1 

2i 2 2 

y = — X — 1 d'aiilre part, on parvienl de meme a la relation 



2 Sol'o i 3 e j Ss^O i l 5 T)-e- 2 ^- S^! T ; 3 T ■ S31'' 5 t i 5 “ 
-f- ‘icp'^.poz I 3 e iSsi'ioe I i 


tandis que pour x ■= — X, X d’une part, et .r = — — _a. 1, 

2 *■ 2 ^ ' 2 ' 2 

y =zz X — £ d’autre part, on obtienl la relation 



= 2^3(0 1 3 e) Sii'o j m-z; -i- a^-Ssi’z ; 3 z jSola ; i 5 z) 

-r- 2 ^S 2 r 3 ( 2 Z| 3 zjS 2 (fOT|l 5 z). 


Ces qiiatre relations, deduiles toutes les qiialre de la meme for- 
mule (LVfllj ) pour a=z: I, — 5 , vonl nous fournir aisement 
I’eqiiation raodulaire poll^/^ = 5 . Nous avons etabli (n'"^ 699 , 700^3 
pour |x rr=: o, 1,2, la relation 

^3(0 It) S3(pT j 3 z) = ^2(0 It) Sol ;JLT | 3 t) -i- ( — rp S4( 0 j t j :j4 ( ;it i St^ 


d’ou Ton deduit, en cbangeant t en 5 t, la relation 

S 2 (o| 5 t) S2(5 [xtI i5t) — (— ijc^Silo] 5 t) S- (5 jxt i i5t) 

=:S 3 (o 15 t) Ssi^Spe! mz): 

multiplions ces deux relations membre a niembre et par ; • 
si dans Fegalite ainsi obtenue on doniie a u. les valeurs o, i, 2, on 
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obtient Irois relations qiie nous ajouterons membre a iiiembre; 
nous paryiendrons ainsi a la relation 


STo ( o i T ) .^0 ^ 1 j “r } 'V Sr. ( a- i 3 ':) .^2 (5 [J- i J 5 y j 

;i = 0 
u. = 2 

— V f— [)t^^2a-2ro(;^'ul3T:}^4(5[J.T: 1 iot) 

■iM 3 g 

U-=r a 

tJ.=:2 

: IT) ^ 3 ( 0 1 5t) 2 3t) 3‘3(5 {i.T 1 [5 t) 

fi=:0 
a = 2 

-^Sri(0:-;2r3(ol5’:)2(— i)V-q^-V-‘-J 2 .^(\xz\Z-.) 23 iio <xz \ i 5 t), 
y.= 0 


dans laquelle figiirent precisement les qualre soinmes, de trois 
termes chacune, que nous venons d’exprimer an moyen d’an pro- 
duitde deux fonctions S(o) ; si I’on reni place ces qualre somines 
par leurs valeurs, on obtient la relation 

b ^3 u3 ; T ) 2r2 ( 0 1 5 T ) — ^ (o|'-) ( o ^2 f 

= [ o'.TtrsColjT)— .%(o| ~)3'4(o|5t)] STj- (o [ ‘2 t ) ^T/,. (o 1 iot); 



ii siiffil d’appliquer les formnles de transformation (XLVII), 
■ XLYIILpour/? = 2 , pourapercevoirl’identite de cette relation ) 
a%'ec Tequalion niodulaire propremen t dite pour n = 5. 


ip) La riieme forniule (LVIIIj) fournit un precede tres rapide pour parvenir 
a Tune des formes de Tequatioii modulaire pour n = 7. Prenons, a cet ctfet, 
dans cette formule a = i, :i = 7 et d’une part a; = a, y ~ d’autre part x' = 
r™ — et ajoiitons les deux formules ainsi obtenues. Reduisons Ic premier 
membre par la formule (XLi) appliquee a chacune des quatre fonctions S; qui y 
figurent; on aura 


2 -P'oi-iT) ^i(0i 2 St) 

==:2r:r3(o|8T).tr,(o|56T)- 2 ^’ 2 r 3 ( 0 T:|ST) ( 14 t; ] 56t ) 

™ (4-: I St) =:..(28t|56t;) — &3(6tl8t ) Sr3(42Ti56t). 

Faisons aussi dans la meme formule (LVIIIj), ecrite pour a = i, = 7, d’une 
part x = o, y = 0, d’auire part x = t, y = — -f, ajoiitons, reduisons le premier 
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§ VI. — Division d’uiie boncle de lemniscate en 3, 4 
on 5 parties egaies. 

712. Le probleme de la division d'line boucie de lenndscale eii 
parties egaies se ramene immediatement a la recherche dr-s valeurs 

de p I ^ j dans le cas parlicalier oii les invariants g- 2 ; 

sont respeclivement egaiix a 4 et o. Si Ton prend le demi~axe '7 
de la lemniscate pour unite de longueur, la longiieiir d’une boiicle 
de lemniscate est, en efTet ( n^ 619 ), e^ale a -hz aK on y.coi pour 
(T.j = 4, = o, en sorte que la longueur / — 5 de la /? '"-** partie 

membre par la formule (XLi): nous aurons 

aSroCoJ-i-c) aS-c) — a .=?3 ( o 4 -r ; o j aS-r) 

= 2 2f3(ol 8 t) Sr 3 (o| 56 T)-f- a^c^.pa'rjST) 3 ;., .’i/it ; 57 7 i 

-H 2^**^ Sr 3 ( 4 TlS 7 j 3 ; 3 ( 2 S 7 ; 5 G 7 ) ( G 7 j S 7 lie., ' ^2 7' 07 7 

En ajoutant membre a membre les deux formules alnsi obtenues ot rempia- 

cant ensuite t par y? nous obtenons la relation cberchee 
A 

^.(o| 7 ) 2 r 3 (ol 77 ) -i- 2 r 3 (o| 7 ).^ 3 (o( 77 ) -T- 2 r,(oj 7 ) .^,(o! 7 ') 

= 2,^3(0127) TT.Col 147) -t- 2,^3(0127) .^3(0. 147). 

En tenant compte des formules (XXXVII) on pent I'ecrire 

I -f- \-T^ \1 H- V' ^ = V d e- k' v'h -t- re- \ I — A-' s I — /’• 

En elevant au carre les deux mcmbres de cette relation, on en deduit aisemeiU 
la relation 

[i — 9-;7) r'(7'^)- = r" i7 O V-i" Ty' ( 7 " i • 

si Ton extrait la racine carree ct si I’on determine le signe en developpant les 
deux membres suivant les puissances de q, au moyen dcs tormule^ (XXXAIII u 
on voit que le carre de i’expression 'f (7') dl 7 "; 

expression elle-meme est done aussi egaie a i, comme on le xoit, en ob5er\ant 
que, d’apres les formules (XXXVIII), elle se reduit a -r- i pour q - o. 
L’equation moclulaire ainsi obtenue 

7(7)7(77)^0(7)0(77)3= 1 

se presente sous une forme particulim‘ement elegante. Comparez Journal de Lion- 
K'ille, 2-^ ser., t. Ill, p. 261 ; iBbS. 
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de la boucle, comptee a partir du point doable de la lemniscate, 

e-L e^ale a : les valeurs reciproqaes p des carres des distances 
^ a 

du point double aux in — i) points de division sont done donnees 

, ‘l/lLOi , 

par les \ii — i) expressions que prend p = J3 ^ pour Ii — i, 


2 n — I . 

Poor n =: 2 , il n'j a pas de probleme ; pour n = 4, ^ imme- 

dialemeiil (n"'' G76j 


CUi 


I 



P 


(,03 


I 



P 



L 


Pour n = 3, on dedail de meme des formules (n*’ 702) 

I -h 


g = 4, r=- 2 , 


3 -1- i v^3 


2 

3 — jV 3 
G 


d’ou 


*//■/ = c\ ifb = J- v/ 27 ( \/2 -f- /s -r- zi 5 


V/a = o, 


\/c = J V-i- (\^2 -h \/'i—i /a — / 3 ), 
en sorle que Ton a 


2tUi I 4 ; / /- 2 W 3 I 4 / — / /- 

p __ = n V 27 V ‘1 y 0, p — rp = — - V 2^ V 2 -r- V C* , 


2 t 03 zn 2 a>i i 


= + T s/a — \/ 3 . 


Ces memes resLiltats se lisent, d’aillenrs, aisement siir 1’ equa- 
tion /(r)=o que Ton deduit de la relation \F 3 (^^) = o par la 
substitution r = p ; cette equation se reduit, en effet, pour 
g.j z= 4: g'a = 0 , a Pequation bicarree — 6y - — • i = o. 

Pour II =. Pequation du sixieme degre en P se reduit a 

pc — 20 — 80 P 2 = o ; 

elie adiiiet done la racine double P = o et les quatre racines 

simples P =rr y^io -f-6 \'d OLi chacun des radicaux a deux deter- 
minations. A la xaleur p =: o correspondent les deux valeurs 

Q — — Anil, racines de la seconde equation ( 2 ) du n°703j pour 
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o-.. = o. _Viix qualre racines siniples P corrj.= p 
deux valeiirs de O donnees par la relation O = p p- -f. i ™ 

Les doiize valeiirs de p^-^p.q seroiit done les douze \a]ei“ 
prennent les expressions 

\J — 1 , ^ ‘ \ G v'j — 10 — \ , 

quand on donne aiix radicaiix qul v figiirent leiirs deiix determi- 
nations. 

Ces formules mellent en evidence ce fait cpie !a division d'line 
boucle de ieraniscale en 3. 4 5 parties egales pent etre effecluee 

d Vaidede la reple ct dii compas seulemeiit, tout comme la div i- 
sion de la circonference dii cercle en 3. 4 on 5 parties egales. Ce 
parallelisme eiitre les deux prol)lemes se poiirsuit, d'aillenrs. pour 
tons les iiombres premiers impairs n, el e'est a liii qoe Gauss fait 
allusion au debut de la septieme Section des Disquisiiiones ariih- 
meticce, 

713. 11 n’est peiit-etre pas inutile de faire observer qiie. pour 
deduire les memes resullats de Teqnation 0(p'’ — o [equation (5 i 

dll 707], on ne saurait prendre pour A*- la valeiir = q 

troiivee au n° 649; pour passer de requalion en a Tequation 
en sn-G/, on a, en effet, au n'" 677, applique la ibrmiile (XCVl), 
qui suppose esseotiellement — e- = f . en sorte qoe dans 1 e- 
q nation 0(j} ) = o la vaieiir de k- est liee a celles de = 4- 5':; ~ o 
par les relations 

g., = -n- I), ^3 = iV ( I ) (-it-— I !- 

qui sont veriiiees pour /r- -C i — o. A'- — ^ = o, inuis non pour 
A A'- — ^ I — o. 

Pour A‘ = f, on a p = o, et requalion 0(r)=o est resoluble par 
radicaux; elle se decompose en 

I -T- .\y — j'- = 0, 5 — 2 r = 0, 

en sorte qoe y est, soil de la forme 2 -f- forme 

, ^2 y/^^. Les deux quantiles 2 -h y'o sont racines doubles de 
8(y) = 0 ; pour ces valeurs Pequalion (6) dii n"‘ 707 devientune 
T. et iM. — IV. ^^7 
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identite; les qiiatre racines de Peqnation 


— r (j- — 2y-\- 5 ) = o, ou y = o -f- /5 , 

sont d'ailieiirs racines de {’equation oo obtient ainsi 

liirit racines de/i :?) = o, savoir 

^ = "I- ( y '■ :-]o 1 4 -^^0 s/ 5 ), 

oil cliaque radical a deux determinations. Les deux quantiles 
I 4- 0 ^ j ^QYii racines simples dc 0(r) = 0, et les valeiirs cor- 

respondantes de :? sont \J i 2 s ./ — 1 : on a done quatre aiiLres 
racines de I’equalion du douzieme degre f {^) == o. 

Pour verifier qne ces douze racines fournissent les memes 
solutions qiie les douze valeurs de y= ecriles plus bant, il 

siiffit de se rappeler que et, par consec|uent, de verifier 

que Ton a 

s'n- 2 /— I ‘ ' 5^ - — - = /— > ; 

i V m 6 V'^5 -r- \'-2 -f- 2 v^'b) (V ^4 — 3 o — \/ 1 o /a — 22) = ,{ , 

ce qui n’oflVe aucune difficulte. 


714 . Pour fixer celles des douze racines qui sont egales a p j 

J) y J3 il suffit d’observcr qu’en parcourant dans le 
sens direct le rectangle dont les sommels sont les points o, w,, 
oj,4-co 3, 0)3, 0, on rencontre successivement les points o, 

— ? Wj. . CO3, -y, -y, 0, et que, comme dans ce parcours 
pii varie de 4-x a — x par valeurs decroissantes, on a 


2Wi 4c 

■P T" > P ^ 


4 ^ 

5 


> ^3 > ,p, 


, 4^3 


>,p 


2 CO 3 ^ 

5 ^ 


on voit ainsi que 


4 w 1 b — c 




20)3 


2 a 


2 a 
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en posaot, pour abreger, 

^;=:lv /5 — 2, h = Is-^Ua — ,1 \ c = 

Les huit aulres racines sonl imaginaii-es ; on peiil Ics discerner 
aiscinent les Lines des aulres en tenant coinpte des valeiu*' des 

cpialie lacinGS cpie nous venous d'ecrire, el en appiiquanl le lljico- 
reme d’acldilion. 


§ VII. — Division de rargument. 


7 ‘lb. Le probleme de la division de rargiiiiient pour uii nombre 
enlier n consiste, pour la fonclion pu. a calciiler p | j?-.,. o*. | 

qiiand on se donne p{u: «o, ^>*3). Ce probleme a ele enticu’ement 
resolii pour n ~ '2 par la formiile (XVI,); il ne depend qiie d'e- 
(juallonsdu second degre. II sufdrait, pourle resoudre dans Louie 
sa geueralite, de le resoudre conipletement pour/? premier impair: 
nous nous altacliei'ons an cas ou = 5 ; la marclie a suivre esl la 
inline dans le cas general. 

Pour n=z 5 , le probleme depend d’une equation de degre 5-, 

dont les racines sont les di verses valeurs de p ( — ~~ ^ 

|ja formule (CIVc), en j changeant u en permet immediate- 

inenl de former ceLte equation, etl’on voit de suite qiie ses coeffi- 
cients appartiennent au corps Q forme par les fonclions ration- 
nelles de g'^: g'3 ^ coefficients entiers.Elle j esl irrediiclible, mais 
sa resolution pent se ramener a des resolutions d’equalions da 
sixieme el du cinqiiicune degre, ces dernieres etant resolubles par 
radicaux. Pour le faire voir, nous etudierons d’abord les transfor- 
mations inverses de la fonclion pu, nous montrerons qiie ces 
transformations se ranienent k la resolution de telles equations, 
puis nous mettrons en evidence que le probleme de la division de 
Pari^umenl se ramene a deux transformations inverses successives, 

71 6 . Supposons d’abord que Ton se doune J3 ( a ■ y ? 0J3 ) et les in- 
variants correspondants Go; G3, et proposons-noiis de calculer la 
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valeiir correspondanle cle Wi, to^)- Nous commencerons par 

ealculer les invariants i?';{ de celte fonclion an mojen de Go, G:}, 
comme on Fa iiidique an ii'* 705; nous devrons cnsuite resoiidre 
par rapport a pii Feqaation dii cinquieme degre eii pu^ 



dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, a coefficients 
entiers, de p jy? , Go, G^, on P, est lie a Go, G;) par Fe- 

quation dii sixieme degre qiie Ton a appris a former an n'^ 705 . 
Cette equation (qnand on regarde P, comme connn) pent etre ro- 
solue par radicanx ( ' ) ; ses racines sont, en effet, manifestemeat 


.T/. 





(r = o, I, 2, 3 , 4 ) ; 


si done on designe par a une I'acine primitive de requation 
— I = o, on voit de suite que I' expression 


Ap = (.ro -f- a.ri -f- a^To -f- a-'^.rs -h a.'>a\)P 

X ( .Tq -f- -h a-3r.r3 -f- ol-'‘PT;, ), 

on p est Fun des nombres o, i, o., 3 , 4 , ne change pas qnand on 
augmente ii de on que Fon fait une permutation circulaire 
sur n’o, .To, .2*3, ^4, car le premier facteur se reproduit, mul- 
tiplie par y et ie second par il suit de la que Ap est une 
fonclion doiiblement periodique de admettant les periodcs 
•y- et 2CO3; on Yoit de suite que c est une fonction paire de u; 


COi 


'^3 ; 


c est memo 


e’est done une fonction rationnelle de p(^t 6 

line fonclion entiere de p ^ y , (133 J , car dans le parallelogramme 
des periodes dont les sommets sont o, 4- 9x03, 2x03, il n’y 

a pas d autre pole que le point o qui est d’ordre de multiplicite 


(-) On demontre toutefois que celte equation, en general, n’est pas abclicnnc. 



\ .k.p pourra done s'exprimer par la de dfd:-o:n- 

position eii elements simples, on par iddenliilcadon des coefd- 
cients des diverses puissances de u. au moven d’ene femedon de 

premier degre de p ( ^ ? ojo j et de ses derlvdes d'ordre pair d a/'.- 

oil par uii poljiiome en jd ( -d- cod ) • 11 esl d'ailleurs aise dir' 

voir qudjn n'inlrodnit pas, sauf a, d'aulre irralieiialile que celd ;5 
que i’on a deja introdiiites , c'esl-a-dire qiie est iin poiv- 

nomeen j3t‘ j ~ dont les coelTicieols sont des paiynoriie:' 

en 7.J p,, G:i a coefficients numeriques ralionneis. Les poly- 
nomes elant formes, on voit qne Pon a 

-:-2-Pa' 

en ajoiitanl ces cinq equations membre a membre. on Irouve (^) 

Ai A 2 __ A, A; ~ 

y/Al ' 



Les aulres racines s’obtiennent en rernplacant { A.-, par ses di- 
verses determinations. Ideqiiation proposee se resoul done par 
radicaux. 

II est a peine ntile de dire que le probieme qiii coiisisle a troii- 


ver p(?/[ 03 i, 033 ) au moyen de j 3 ( // : o)i. ~J j se traite exaclement 
conime celui dont nous avons developpe la soliidon. 


717. Ceci pose, revenons au calciilde j 3 ( j 
j 3 (;/|co,, CO 3 ). La formiile criiomogeneite 




connaissanl 


/ l{ CO I iOo'\ 

p f ^ y ? y I = 3Ppi U j fJi, tOs j 


(q Dans ie cas general ou le nombre 5 est remplace par le nombre premier 
impair /?, il convient d’observer pour celaque les fonctions cycUqiies eotieresde 

p^dLdi j tOj, 033^, ou 7* = I, 2^ . . ^ , comine les foncLions symelriques des 

memes quantiles, s’expriment rationnellement au mo3'en de de la racine 

correspondante (ici Pj) de Tequation du (774-1)'““'' degre dont depend le pro- 
bieme de la division des periodes par n. 



Connaissaiil celte derniere fonction, on calcolei •a ,p(|] x)’ 


on a pour cela, d’aprcs ce qiii a etc dit aiix n"'' 705^ 716, aresoiidrc 
one equation da sixieme degre qiii ne concernc que les conslanles 
et line equation dii cinquieme deg-re resoluble par radlcaiix. ilvanl 

obtenii j3( y i o)|, ~~ )? on calciilera j ; il semblc qu’oii 


ait encore a resoiidre line equation dii sixieme degre, mais on 
evite celte resolution puisqne Ton connait a la fois les invariants 

de j 3 ( 1 1 tOj , i etceuxde co,, ( 03 ^, qul sont les donnees 

g';j ; on n’a done qu’a resoudre (par radicanx) une nouvelle 
equation du cinquieme degre. 


718. Des considerations analogues s’appliquent a la division 
de Fargument pour la fonction snz^; lecalcnlde sn fj), connais- 


sant snuj esl enlierement I'esolu pour /^ = par les formules du 
11 ^ 334; il se ramene, pour n premier impair quelconque, a deux 
Iranstormations inverses de la function sru^. 

Si, dans la iormule (LXXXVII/,), on regardc sn(4^. I^) comme 


1 inconnue et sn ri'zj cornme donnee, Fequalion 


sn 




s n - a 

1 

sn-(y ;.,o 

i — /•- sn - u 


esl du degre n en sn u, Designons par Qq ie corps forme des fonc- 
tions rationnelles de a coefficients enliers; on rap- 

pelle que 'f (t ), ipf sont liees entre elles par Feqnation modu- 
laire. de degre n + i par rapport a chacime de ces deux quantiles. 
Les fonctions svmetrlques eniieres des quanlites sn^ a,., „ qui 
ligurent dans I’equalion (LXXXVIL) appartiennenl, ainsi que M., 
a ce corps. La fonclion 'f(/ir) doit etre regardee comme donnee 

en meme temps que la fonction sn(^||«Tj, et e’est par rapport 
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a ^(t) que ['equation niodulaire doit d’aLord eire resolue: duis 
i'equalioii (LXXXYII . ) doit etre resoiue par rappoii a sn . // 't : 
en se reportant a 1‘eqiialioa ('’LXXXVn/p on voit qiie ies ruei:ie< 
de requatioii en snu/ 1 t'i sonl de la forme 


et il n’esl pas diificiie d'en coiiclure qirelles s'obliennent encore 
par ['extraction d'line racine 

Le multiplicateur M est doniie par la dernicu'e des formiiles 
(LXXXVIs ); cetle fonniile, en y remp!acanl sn par son expres- 
sion (LXXIq) ail moyeii des fonclions S, donne de suite 




/le) 




en utilisant ensuite les formiiies (LLi^, (XXXVIo), on arrive sans 
peine a I’expression 


(0 



(o j /iT d 


cette formiile met bieii en evidence la facon dont M depend de t. 
Le probleme qiii consiste a trouver snidzj':), connaissant 

sn et 'f’f- se resoudra de meine au mojen des formules 

(LXXXlX/,)j apres qiie Pon aura caicuie ^(v) an mojen de I’e- 
quadon modulaire du degre /i -h i , qiii lie zh) et z ( ~ j • An moyen 
des formules (LXXXVIID, (LIL), etc., on irouvera aussi 


(^) 


JI = 


n) 


Ceci pose, connaissant sii(^^jT), on commencera par calcnier 
OLi foil a ecrit, pour abreger, m pour designer le 


sn ?nu 


muldplicateur M dans lequel on aiirait remplace t par c’est le 
probleme de transformation inverse dont nous xenons de parler. 
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254. 

If e\ige d‘abord la resoliilion par rapport a de requalion 

moduiaire de degre n -j- i eiilre et puis la resokiLioiij 

possible par radicaux, dkine equation de degre n eii sn {^nu • 

Coniiaissant siW - k on calculera sn 1 t), oii Ton a 

ikrit nt' uii lieu de J/; ce probleme se resout an moyea de Peqiia- 
iion (LXXXIXP) et peat etre effectae par radicaux. Gomine, 
d‘apres les formules (i) el (2), on a 

, I 

7)1 m = — , 

n 


on a ainsi obtenii sn f - 
gument est resola pour 


et le probleme de la division de Tar- 
a fonction sn. 


§ VIII. — Multiplication complexe. 

T 19 . Quel que soil le nombre eiuier ji que I’on envisage, la 
foiicdoii pinii) s'exprinie ralionnellement (11° 460 ) au moven 
de pa, eii sorte qiieles periodes de pu sontdes periodesde j) (/?;/). 
Si nil nombre complexe pour iin couple de periodes doiinees 
2t0j, 2W;>, jouit de la meine propriete, en sorte que les periodes 
de pur CO j 5 103) soient des periodes de p(puQcOi, o:>3), on dit 
qn'll T a une multiplication complexe de la fonction pu par le 
nombre a, poiirle couple de periodes 2C0i, 20)3. 

bolt p. un tel nombre complexe etdesignons par la fonc- 

tion pi p.r Uoj, C-I3) ; puisqiie admet les periodes 2co^, 2CO3, 
est ime fonction rationneile de p(a | 00,, CO3), p^(r | co,, CO3); 
•Lu/ u elant une fonction pairede est done ime fonction ration- 
11 ell e de pu^ coj, 0J3 ) seulement. 

i! 20 . Puiscpie les periodes de la fonction p(iL j coj, CO3) sont des 
periodes de la fonction p(p.w | Wi , CO3), il est clair que 2 po3^ , 2 p.cos 
sont des periodes de la fonction p(?^|a),, (03); on doit done avoir, 
eii designanl par a, -j, y, 0 des entiers reels tels que aS — py soit 
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difFerenl de zero, des relations de ia forme 

(l) = 7 . 0)1 3oJ3, _ 

Reciproquemeiit, des relations de cette forme monlrenl evi- 
demment que la fonctioii pfu. z/jcOj, cO;/) admet les periodes ew.;. 
2CO3, et que, par consequent, ii y a, en verlii de la deiinilioii. mnl- 
li plication complexe par le nombre coniplexe u, pour le couule 
d e peri o d es 2 to j , 2 to- . 

Les egalites (1) peuvent s'ecrire 

tOi -r- 3O3, CO- = ‘'iij — Gilj, 

en posant 

•j. 'j. 

il y a done tram for mat ion entre les deux fonclioiis ^iu coj, to^ j 
et p(?^ l 0,, O3), et Ton voit encore de cette facon que pi// j Oj. Q3) 
ou uL-jD(p// 1 ojj, 0)3) est une fonction rationnelle de ! Wj, to-). 

Les equations (i) etant liomogenes en to,, to-, il est clair que, 
s’il y a multiplication complexe par 0., pour le couple de pendodes 
2 to,, 2t0;}, il y aura aiissi multiplication complexe par le meme 
nombre p., pour le couple de periodes sAto,, azto^, quel que soit ; 
on parlera done de multiplication complexe par u et pour iin rap- 
port de periodes t. 

En resume, la condition necessaire et suffisante pour qid il y 
ait multiplication complexe pour r: et par u (y et [x etant des 
nombres complexes donnes) est que les equations 

soieiit verifiees pour qaatre eniiers a, ^ 3 , y, o. 

On observera que [ 3 , y et ao — | 3 y sont necessairement diffe- 
rents de zero. On pent supposer ^3 posilif, quitte a changer le 
signe des cinq quantites a, !j, y, o, ;j.. 

7 ^ 21 . Des conditions (2) il resiilte imniediatement que, s’ii y a 
multiplication complexe par a et pour t, ii y a aussi multiplica- 
tion complexe par tout nombre de la forme c>u a et b 

sont des entiers reels quelconques. 



2 JU 


t U*> (JTIU.’SS hLLll’ U lib . 


Oq peut d'ailleiirs retrouyer ce resiillat par le raisonnemenl 
biiivaiiL : 

D’apres la formule cl’aciclition de la foncdoii p, Fexpression 
p\ ail — b'lu) est line fonclioii ratiocnelle de p[au)^ pi^b^xii) 
et dll produil p' [ au) ,p [b \j.u)] mais p(;-*-^p) est, par lijpolhese, 
one fonclion raiionnelle de pu, cn sorte que p'(p. «) est le pro- 
diiil, par pd/, dome fonclion rationnelle de j}i/; done, comine 
P ' ail I est le produit de pd/ par line fonclion rationnelle de p«, 
et que p ) est le produit de par line (bnetion ralion- 

nelle de j^dj. /p), Fexpression p-{V7//).j)'(^u. z/) s'exprimera par une 
ibnetion rationnelle de pii seulemenl; il en est done de nieme de 

j)i ail — b [XU I. 

72:2. Des equations ( 2 ), on dediiit 



— 7 -i- (a — ojT H- _ o; 

si done, en designant par p le plus coinmun cli\dsear des valours 
absoloes des nombres — 7. — 0^ f3, on pose 

— Y = ap, 7 . — o=^p, p = 6*p, 

on definit trois nombres entiers a. b^ c joiiissant des proprietes 
siiivantes : a etc sont difTtd'enls de zero; c est positif; on a 

a - 7 - H- C-- = o; 

coniine t n est pas reel, on a necessairement 

b- — j < 0 ; 

a est done positif. Si Fon pose 

7^0 = pi, m = 4 ac — 6-, 

on aura 



et, par suite, 

« = - 3- = l! L?lp , |x = a -H St = 
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)Li le radical est pris, comme dans ce qai ^ulu avec sa dtiiernihia- 
ion aritiimelique. On observera que le noniLre enlier .v e^i la 
\orme dii nombre compiexe n.. 

i23. Inversemerit, supposons qu'on se doniie les enliers ? 7 . 6, 
els que L\ac — b- = m soil positif, et les noaibres enliers zi, 
lonL le premier est posiiif. el [els que Zi m bz soil pair; les ex- 
)re5sions precedemment ecrUes de a, 3, o an raoveii de a, b, 
, p, pj derinisseiil line mulliplicalion compiexe par le noinbrt* 

_ Zi ~ iz \ in ^ 

‘ ' 1 

lOur la racine de Pequalion 

.oiU la parlie purement imaginaire est positive, ainsiqibon le voil 
le suite en relournant les raisonnemenls precedents. 

724. All lieu dll multiplicateur ;a ou pent iiilroduire, pour le 
i^me x, le inulliplicateur 

‘2 

eiant egal a o ou a i, suivanl que b est pair ou impair; p. est lie 
M par la relation 


II ^ est manifeslement enlier. Le lait queM est un nnillipli- 

:ateiir compiexe, pour t, resulle, d'apres les equations ( 2 ), de ce 
lie Ton a 

]\I = 'v cz, Mz ~ — a T, 

1 

insi qu’il est aise de le verifier. D'ailleiirs, de ce que M est im 
rultiplicateur pour x et de Fexpression de a au iiioyeii de M, il 
esulte que p. est, comme on le sail deja, an multiplicateur poiirT. 

72o. Si Ti est lie a t par line substitution lineaire Tj = ^ 
determinant ao — [iy egal a i , il existera une multiplication 
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cohidIcxc poor Tj cIygc Ic nicnie multi plicaleiir M, cai Ti \eri- 
iiera evidemmenl tine equation dii second degre 

-f- bizi ^ Ci'z\ — 0, 

00 4 r/| Ci — b\ est egal an produit de /^ac — b- par le carre do de- 
terniinant de siibslituLion qiii est i, en sorte que b et h\ sont dc 
ia iTienic pante el que ies qiiantitcs /njj analogues a /?z, cj sont 
respeciivenien t egales a ces dernieres. Rappelons d ailleurs que 
[‘on a 

J(^) = Sir:,). 

7^6. Supposons toujoiirs qu’il y ait multiplication complexe 
pourT. Des equations ( 2 ) il resulte que Ton a 


d’oii 

D autre part, quel que soit t, les valeiirs x que prend la fonc- 
tioii Jl quand a, y, 0 prennent toutes les valcurs en- 

litu'es possibles Lelies que Ton ait ao — [3y = /?, /z etant tin nombre 
entier pjositif domie, verifient ime equation algebriqiie 

F(^, S) = o, 

Oil i'on a ecrit J an lieu de puisqu’ily a multiplication coni- 

plexe, J veriliera done Tequation F (J, J) = o. Ain si ebaque inva- 
riant absolu qui correspond a une vaieur de t pour laquelle il y a 
multipjlication complexe, verifie une equation algebrique a coeffi- 
cients en tiers ( * '). 

Kronecker a appele ces invariants absolus parliculiers : les i/i- 
i'arianls singuliers. 11 a de meme appele modules singuliers les 
valeors de k- (yr), qui correspondent aux valenrs de t pour les- 
qiielles il y a multiplication complexe. 
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La tlieorie de la miilLiplication complexe e>i lit'earAritn- 
retiqiie. On sail qiie deux formes quadraliqiies deilnies. a coefil- 
ients enliers, 

f ax- -i- hxr — cy-, /' = xx- ^ h' x y — e'j' -, 

3 nt dites (propremenl) (hjuivalentes qiiand ou pent passer de 
line a Paiitre par line siibsliliuion a coefficients enliers 

X — 7 .x ~ ^iy. y = -pr — 0% 

ont ie determinant ao — est egal a i. On a alors 

i a = a' 7’ -r- o j.'i “ e'*;-. 

0 ' Jj z=z 2a' 7'j — l/i 7.^ — y' ; — 2 c'‘y. 

I c == a' L- -f- Z/' 3 o -T- C O-. 

L U - — i,c(! d est egal kh- — \ac. Aiix formes precedeiites sont 
ees natarellement les equations 

a h'z cz'- — Q. Cl h’z — c’ z- — o. 

1 I’on designe pai'T, d les racines de ces equations pour lesquelles 
: coefficient de i est positif. si Ton pose, comme precedemment. 

aM = — I i \ ac — b-, 2 M' = — i { ci c — h'-. 

1 designaiiL loujours pars, d des quanlites egaies a o ou a i et 
e meme parite que Z?, h\ on voit que, quand les deux formes / 
; sont eqiiivalentes, M est egal a M'. En supposant loujours 
equivalence des deux formes, on pent passer de v a par ime 
ibstilutioii lineaire (de determinant egal a i), en sorte que J(z) 
it egal a J (d). 

Inversement, s’il y a multiplication complexe pour t et et si 
>n a J (t) = J{d)^ d’mie part ^ eld verifient des equations de la 
irme 

1 Ton pent supposer que les nombres entiers a. b. c sont sans 
viseur commiin, de meme que ay d et que c et d sont posi- 
fs ; d’aiitre part, a cause de J (t) J (tA, il existera des entiers a, 


'i. Y* 0 lels qiie Ton ail 



it en resiille qiie requalioii 

a'l a ~ St H- ! 3 t) ^7 -H ot) H- c^''7-i- ot)-^ = o 

a les memes racines que Peqiialion 

a bz c'T- = o. 

!1 est bien aise d'eii coiiclure que, si I'on suppose 
b- — I ac — b'- — 1 a c\ 

les deux premiers meinbres soul idenliques, d’ou resuUenl imme- 
dialement les equations (3) el, par suite, requivalence des deux 
Ibrmes envisagees. On veil d’ailleiirs aussi que M — Mb 

11 suit de la que Fegalile J('r) = J(t') est la condition necessairc 
et suffisante pour que les deux formes 

ax- -h bxy -f- cy-, a' x'- -™ b' y' - H- c' z'- 

soient equivalentes. Si Ton range dans nne meme classc les formes 
eqiiivalentes, on voit que la recherche du nombre de classes pour 
un delerininant b- — donne revient a la recherche du 

degre de requation F(J, J) = 0 . 

^ IX. — Decomposition d’un nombre entier en une somme 
de quatre carres. 

728. La comparaison des difFerents developpements en serie 
dame meme quanlite, que fournit la theorie des fonclions elllp- 
llques, conduit souvent a des propositions interessantes d’Arith- 
metique. 

Signaions, d’apres Jacobi (’), le iheoreme surla decomposition 
en carres. II va resuller de I ’identification des deux developpe- 

H) CEuvres completes, t. I, p. 1*39 (fia des Fundamenta) cL p. 2^7. 
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menls (XXXYIj el ! CX.') 






OLi V — 1 , 3, 5, 7. . . . . Considerons d'abord ie premier de ce> 
deux developpemeiils. 

On recoiinail de suite, a cause de I'identite 


n n’ n, n' 

que, si Ton ordonne le carre de ^ suivanl les puissances eo- 

n 

lieres de q, Ie coefficient de sera ie nombre de soliilions de 
['equation 

de Illume, dans le cube et la qualrieine puissance ^ 

II 

coefficient de sera ie nombre de solutions de [’equation 


Oil de [’equation 


;r- ~ ~ if - — X 

n - -h n’- -r if - -r- if - = -N . 


Clicrclions inaintenanl le coefficient de q^ dans les deux series 

V 

V = y y . 

! — ^r" • 

n — l 

Soil 

N = ‘2^7?. 

p etant un nombre entier positif impair, et considerons le cas 
ou r est plus grand que zero. Pour qiie 2v(y. -f- p) soil egal a 2//), 
ii faut et ii suffit que v soit un diviseur de p] a cliacun de ces 
diviseurs correspond un lerine en dans ie premier dc\eloppe- 
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ment; le coefficient cle <7^' dans ce premier developpemen t sera 
done 'ii'p), en designant par A(/p) la somme des diviseurs de p. 

Si Ton a 

7i(S -H l) =: 

n devra avoir la forme cZ etant uii diviseur de p qiii peiiL 
d^ailleurs elre egal a i oii a /?, et p iin entier qui pent elre iiul, 
inferieiir ou egal a /*. Inverscment, si /^ est de celte forme, en 
supposant del- =p^ il v aura iin nombre- 

P = — I -{- 

qui rendra 7 i{ 'p -r i) egal a 0/72. 

Si 0 est inferieur a r, j 3 est impair; le terme do second deve- 
loppement qui correspond aux nombres d el p esl ainsi — 9.9 d] 
la somme de ces Lermes qiii correspondent a une meine valeur 
de d esl 

P=/— 1 

2 •2P = -fA I), 

el la somme de tons ces lermes qui correspondenl a unc meme 
valeur de /? esl done 

— I). 


Si p esl egal a /■, [3 est pair; le terme du second de'‘veloppcment 
qui correspond aux deux nombres d el p = /* esl 9/ d ; la somme 
de ceux de ces termes qui correspondent a une meme valeur de/2 
esl 9 /lu'). 

Finalement, le coefficient de 7^, dans la somme 


est 



j 

_l_ qit 




en supposant 7*>o. Pour /• — 0, on voil de meme qiie ce coef- 
ficient est •h(p'). 

On \ oil done que le nombrede solutions dislinctes, en nombres 
entiers positifsnuls 011 negalifs, de Pequation 


/l- ~ /l'2 -H 
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esl 24'}(/>j Oil 8’i(p), SLiIvant que /* est difFereRl de zero rui epi! 
a zero. 11 faiil entendre que ies soiiilions /?. n , n\ n" et //;. /?,, 
n\^ /I'j' sent distinctes si Ton n'a pas a la fois /? = /;, . ;6 , 

it =11^^ 71 ■ = 71 

Non seulenient on a ainsi demontre la possibilite de decom- 
poser en quatre carres iin nombre entier quelconquc, inais on a 
le nombre de ces decompositions. 

L’identite (XXXYIo) 

o s o ) — t o .. 

traitee d’une facon analogue, conduit a la proposition suivaole : 

Le nombre des decompositions en quatre carres queiconques 
dbm entier impair est egal a Ixuit fois le nombre des dX^ompo- 
sitions du quadruple de cet entier en une sonime de quatre carres 
dont les racines sont des nombres tous impairs et positifs 


(*) Voir le Cours de Ch. HcrmiLc, rcdige par M. Axdoyep., .p' ed., p. .i.-i. 


j8 


T. et M. 


IV. 
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NOTE 1. 


Sur la fonction de 7- definie par Tegalite - == I 
et sur un tlieoreme de M. Picard. 


On a explique an Chapitre VII comment 'c est une fonclion iini- 
voque de /. dans le plan G obtenu en praliquant dans le plan de la 
variable 7. deux coiipures allant le long de I’axe des quantites reelles, 
Tune de o a — co, Tautre de i a -l-oo. En dehors des coupures la defi- 
nition de “ n'olTre aucuiie difliciilte; nous avons explique an 
comment, au moyen des forniules (GXX), on poiivait completer celte 
detinition sur ie bord snperieur de la conpure de droile el sur le bord 
inferieur de la coupure de gauche ; rien n’empeche, en (UsUnguant 
les deux bords de chaque coupure, d’adopter une definition sem- 
blable sur le bord inferieur de la coupure de droite et sur le bord 
snperieur de la coupure de gauche; la fonction est alors 

definie dans loutleplan G, y compris les bords des coupni'es, sur les- 
quels la fonction prenddes valeurs infiniment voisines de cedes qidelle 
prend en un point infiniment voisin de la region du plan h laquelle ap- 
partienl le bord considere et ces valeurs sont fournies sans ambiguVle 
auciine paries forniules (CXX^). C’est seulement aux points o, i que 
la fonction n’est pas definie. Nous representerons les bords de ces 
coupures par des paralleles infiniment voisines os, y'vf, en 

regardant oe, y/ comme appartenant a la region superieure du plan, 
o's', yr, comme appartenant a la region inferieure ; nous relierons ces 
coupures par des cercles infiniment petits decrits respective- 

ment des points i et o comme centres (les points a, p sont supposes 
sur Faxe des quantites reelles); enfin, nous decrirons, du point o 
comme centre, un cercle de rayon infiniment grand qui rencontre 
les coupures aux points e, s', r,, rf infiniment eloignes. II est clair 
que le contour aosr/Y'SYr^s'o- limite une region (S) simplement 
connexe dans le plan G. Notre but est de montrer comment sc fait 
dans ie plan de la variable t, lie a /, par la formule 
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rimage cki contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les for- 
niules (CXX) y suffisent enlieremeiit. Xous representerons s vstci::;:- 
liquement par {a) le point du plan des t qiii correspond an noinl o 
dll plan des z. 

L’iniage cherchee est figurde schemaliquement ci-d»es 5 ocs : 



Les points (a) et (^) sont sur i’ax.e des quantiles purenieni imairi- 
naires, le premier Ires pres de o. ie second Ircs haut. L‘aire a droite 
de la ligne ponctuee est Timage de Taire de (S) qiii est aii-dessiis de 
I’axe des quantites reelles, Faire a gauche est Fimage de i'aire de ; S) 
qui est au-dessous de Faxe des quantiles reeiles : deux points >. 
d’affixes conjuguees out pour images des points (z) syraetriques pa!* 
rapport a I’axe des quantiles purement imaginaires. 

II nous faut justifier ies diverses parties de celte figure. Supposons 
d’abord que z decrive le petit cercle 7’ 3 *; ; ies fonnules iCXXo-s) 
montrent de suite que, z etant tres petit en valeur absoluej on a 


X(z) 


1= 


I0212 l0"< l Z i ■ 


L — i iO:^( I Z ) — Ef Z ) — 

2 *2 •>. 


i02 


en sorte que z est sensible men t — ^ logz, le iogarithme ayant sa 
determination principale. Si Fon pose pour un instant zzzzpe^^ on 


aura 


iogz = 


0 


t logo ^ 


z decrivant le petit cercle 


i r* 1 ' 


0 


diminue en partant ddine valeiir uii 


pen inferieurea i pour aboutir a une valeur un pen siiperieure a — 1; 
ie point 'T oil (z) decrit done, approximalivement, ie segment de 
droite parallele a Faxe des quantites reelles, qui va du point(7') ou 


— i log p 

TC 


I au point (7) ou 


— ^dogp 


r . 
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La figure decriLe par le point quand x decrit le petit cercle o'ao 

se dtiduit de la precedente par la formule / {•/-) = point 

I decrit aiors, en elTet, le cercle done /( r — z) decrit ap- 

proxiniativement le segment rectiligne qai va de (y') a (y) ; /(y>) 
decrit done approximativement un arc de cercle de centre o allant de 
(o') a (o), arc de cercle correspondant evidemnient a iin angle an 
centre infiniment petit. 

Si z decrit le bord superieur os de la coupure de droite, on pent 

reaarder z comme prenant des valeurs reelles de i a -i-co; - varie 
^ z 

alors de i a o, / ^ j s’eieve done sur I’axe des quantiles purement 

imaginaires d'an point tres voisin de o a un point tres eloigne ; de la 

formiiie / (“ ) — - on deduit, par suite, qiie le point /(z) 

decrit dans la region superieure du plan, le demi-cercle qui a pour 
diamelre le segment qui va du point o au point i, ou plutot du 
point (o) au point (s), puisque z ne va que de o a s. 

Quand le point z decrit la coupure oU' sj'metrique de os par rap- 
port a Taxe des quanlites reelles, le point /(z) decrit le demi-cercle 
symetrique du precedent par rapport a I’axe des quantiles ])Lirenienl 
imaginaires. Quand z decrit le demi-grand cercle sr/ clans la region 

superieure du plan, ~ decrit ie demi-petit cercle decrit 

approximativement le segment rectiligne qui va de (p) a (y); done, 
enfin. 



decrit un arc de cercle infiniment petit de (s) ix('Y) dans le voisi- 
nage de i. 

Quand le point z decrit le bord superieur r/y' de la coupure de 
gauebe, en allant de — co a o, le point i — z decrit le bord inferieiir 
do*' de la coupure de droite de -}-co a i, — decrit done Je demi- 

cercle (c^j (o') et Tz=;/(z), la parallele menee du point i a Paxe des 
quantiles purement imaginaires a parlir de (r/) infinimenl voisin 
de (c.) et de i, jusqu a un point (y') infiniment eloigne aii-dessus de 
Faxe des quantiles reelles. 

En reunissant toutes ces parlies, on a Fimage complete. L’aire (S) 
et son image se correspondent, point par point, d’line facon univoque.. 
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On pent si Ton vent supprimer les arcs innniment peiits ainsi one 
le cote (y’ ) (*;) infiniment eloigne vers lehaut; on a alors le tliriorcrne 
suivant : 


Si dans le plan des ■/. on pratique deux coupures allani de s a 
cc et de o a — cc le long de Vaxe des quantiles r^klle^. et si Von 
regarde le hard superieur on infer tear de chaqiie coiipiu'e comme 
faisant par tie de la region siiperieure on inferieure,, le jdan des /. 

ainsi coupe, par la transformation conform e r =: o. pour 


image la par tie da plan des t limilde : i° en has par les demi-cercles 
situes au-dessLis de daxe des quanlites reelles, et ayant pour dia- 
metres les segments de droite allant de — i a o et de o a ~ i, 
2° d droite et d gauche par les paralleles nienees pen' les points 
et — I d Vaxe des quanlites purernent imaorinaires . Les deux 
demi-cercles sont les images des oor-is inferieur et sup'n'ieiir de 
la coupure de droite: les deux paralleles sont les images des bonis 
siiperieuj' et inferieur de la coupure de gauche. 


Qnand on traverse, la coupure de gauche et qii'on reniplace 
x('/-) paries fonctions qui les continuent, la fo^'^ction qiii conlinue r est, 
comme on Ta vu (t. Ill, p. 209), -1112 suivant qiie Ton traverse la 
coupure de iiaut en bas ou de has en haut. De meme quand on tra- 
verse la coupure de droite, la fonction qui continue r est ^ ^ ? sui- 

vant que Ton traverse ia coupure de bas en haut ou de haut en bas. 
On reconnait tres aisement quelles images du plan des ■/., coupe comme 
on I’a explique, fournissent les transformations conformes correspon- 

dant a ces nouvelles branches de la fonction 

Si nous envisageons la fonction v “/(■/.), definie en un point non 
situesur lescoupures, ainsi qu’aux environs de y-o, et obtenue par con- 
tinuation le long d’une courbe qiielconque, pouvant traverser les cou- 
pures, mais non les points o ou i, nous savons que cette fonction est 
holomorphe a Tinterieurde tout contour simple entourant le point z,, 
et ne contenant ni le point o, ni le point i. Dans une aire contenanl 
Fun ou Fautre de ces points singuliers, ia fonction /(y.) est suscep- 
tible d’une infinite de determinations, mais toutes les branches de 
cette fonction que Fon engendre en tournant autoiir de Fun ou de 
Fautre des points singuliers o, i sont toujours regulieres en un point 
qiielconque du plan autre que o et i. En outre, le coeflicienl de 
pour une valeur quelconque de /(>"-)) est toujours positif. 

Ces 2^1'oprietes de la fonction /(v.) ont permis a E. Picard 
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d'etablir une proposition importante concernant les fonclions enlieres 
(transcendantes on non) et que voici (^) : 

S il exisle deux nombres a, tels que la fonclion entiere ne 

puisse acquerir, pour aucune valeur finie de ni la valeur ni la 
valeiir b, celte fonclion est une constante. 

Si ia fonclion entiere q{^') ne prend ni la valeur r/, ni la valeur />, 

la fonclion, au 3 si enliere, ne prendra ni la valeur o ni la 

valeur I. II suffira done de demon Lrer qu’une fonclion enliere g:{z) 
qui ne |‘drend ni la valeur o, ni la valeur i, est une constante. 

Dans la fonclion t“/(x) precedemmenl definie, regardons x 
conime elant egal a nous oblenons ainsi une fonclion de g que 

nous designerons par F(:;) et qui (n^ 49) est reguliere pour toute 
valeur de -g, puisque x n’esl jamais egal ni a 0 , ni a i. La serie 
entiere en g — Gq qui represente la fonclion F(g ) aux environs de Gy 
nepeul avoir un rayon de convergence fini (n® 55); la fonclion F(g) 
peul done etre representee par une serie enliere en g — Gy (ou en g), 
convergenle quel que soil g; e’est une function entiere. 

Sij d'ailleurs, on pose F(g) a -f- fB? a et u etant reels, on est sur 
que B est positif, quel que soil g; or on a 

I 1 = e~’^ < [ ; 

la valeur absolue de la fonclion entiere etant plus petite que j, 

quel que soil g, cette fonclion est une constante; il en est done de 
meme de F(Gj, et, par suite, de ^ (g). C’est ce qu’il fallait de- 
montrer. 


i - j Annales de VEcole Normale superieure, 1S80. Cette proposition, gencra- 
lisee tout d’abord par Fauteur lui-meme, a recu, grace aux beaux Liavaiix dc 
M. Borel [Lecoiis sur les fonclions enlieres, 1900), une extension considerable. 
Nous rFavons en vue que la demonstration meme dc iM. Picardy relative an theo- 
rem e enonce. 
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NOTE 2. 


Sur les suites aritJimetico-geometriques de Gauss. 


Ell partanl de deux: noiribres positils quelconques c?, . l 

premier a^^ sera suppose plus grand que le second b,.., corisiderons la 
double suite indefiiiie 

a,-,. Gfo, Chi 

bi. b., b,,~i, b;,, .... 

obtenue en supposantj en general. 


ou Ton doit entendre, coninie dans ce ([ui suit, que le radical a sa 
determination aritlimeLique, 

On voit de suite que Ton a 




{ 2 ) 


au — bn 

citih- b,i 


( \ ^ bn-\ E 

\ (^n — \ “T- V^b/i— I 


"I'bzLZl^JLzi^' 

<hi - I ~bii~i , 


la derniere inegalite resultant de ce que Toa a 


-f- v/^/2-l)" > ( -f- bn-^ ]-. 


Les formules precedenles montrent que Lon a 

ctfi b fi, G.JI <1 15 b/i^ 1 i 


les nombres ciq^ ... xmnt done en decroissanl; les nonibres 

b-i, . . . Yont en croissant; les nombres b^, b^, b^2i • • • I'estent ia- 
ferieurs aux nombres a^, a,, a.y, . . . de meme indice; les deux suites 
onL done une liniite ; cette iimite est la meme a cause de Tinegaiite 


, , cm — bn ^/do—bny-"- 

{ O ) y— < 7- 

ci/i -f- bfi \ aQ -r- bo ] 

qui resulte immediatement de Finegalile ( 3 ). On voit sur I’inega- 
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lite (3) que les deux suites convergent tres rapidement 

liiliite commune. 

Si Ton pose 




Ctji — 1 — 1 


{n = \, 2, 3, . . 


vers 


leur 


il est clair que i’on aura 

lim c,i^ 

n = so 


au reste, on reconnait sans peine que Ton a 

(4^;) 

Gauss a appele la limite commune des deux suites . . . et 

Z/q, bi. ... moyeniie arithmHico-geometrique des deux nombres 
positifs donnes c/o, et Ta representee (') par le symbole p. On a 
manifestement, quel que soil le nombre positit /z, 


pf /tao, A^o ) = 

Proposons-nous d’evaluer la moyenne arithmetico-geomelrique des 
deux nombres positifs 


oil 4 est un nombre donne reel et positif, en sorte que ^ est 

reel, positif et plus petit que i, et que «o i> ^0 > o. On a immedia- 
temeni (XXXYIg) 

Co = ..V 2 (o [ T ) , 

puis (XLVII.), 


^0 -T- I 


[^l(oh)-h^!(oG)j = :ji(o|2T), 


= V'^^o^o = S-sro^ jS-Go I v) — Srf (o ! 2 ^), 


Ci = 


Uo- 


[^|(oh}~2r|(oG)] =.^|(o|2V), 


et, en repetant le meme raisonnement, 

= ^i(o = 5‘|(o I 2'^'i:), C/i = .^|(o 1 2"^). 


(^) Werke, t. Ill, p. 352 ; voir aussi t. Ill, p. 862 et suivantes {Nachlass)^ oil 
Gauss emploie le symbole M au lieu de p. 
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Quand n croil indefiniment, Lend vers zero, done e,- 

bf^ tendent vers i ; nous aurons done 


Le cliangement de v en — dans cette formule. doiine (XLIiL;.,,' 



et, par suite, 

[X [ r . o v ), i o /: ij = - 

i 

Ceci pose, appliquons les formules de transiornialion quadra tique 
de Gauss, en nous rappelant que a y designe le inodule correspoiidaoL 
a line valeiir de t egale a la moilie de cede qui correspond au mo- 
dule /i', etque don peut done poser siniuilancinenl XXX\ld_. 2 ) 
les formules (LXXXIV), en y cliangeant, toutefois, ^ en 2 -:, 


. 2rr, (O':) 



b, 

y. = = 



— — __i y 

^5 to 1 v ) 



Uo -i 


£i 

7 /d 

bi _ .^f( o rTt 

;cr5 (0 1 -xz) 

Ui 


A^i 2TI 

Si Ton designe par et 

?o 

les fonctions amplitudes, comprises 

entre o et -j, de w et de — ^ 

2 I 

V 

pour le 

3 modules a et k, eii sorte que 

Ton alt 




sn( ) = sin 'do, 

sn ( - 

i 

i( 

—j:> k ) = sin'yi. 


la formule (LXXXIV"^) fournit la relation 

• , sinoo 

sin Oo = ( aj -f- Cl ) — 7 

' Cli — Cl sill- 'Jo 

1, ^ ^ \ — 
que 1 on peut ecrire, puisque ~ est egai a ^ ? 

Aaosin'fo 

(i) sin9o = 7 j—. ^ j 

^ ‘ (ctoH- 6o)C05^'foH-‘2Cfo sin^Oo 


e’est sous cette forme que Gauss en a fait usage (^). 


(y Werke, t. Ill, p. 352 . 
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Des relations 


— cun ( u, A oo = ( J~T~f ’ 


on cleduit, d’ailieurs, par inversion, 


dt 

Jr, — A-sin-^ 


\ J i ~ k~ sin - 1 j 


ea sorte que i'eqiiation (i) esl equivalente acelJe-ci 


j . ; - - ■ 

J Iv'^iicos^ 


i -h br, sin-/ 


I Jct'i cos- i-h bj siir^l 


De meme, les deux relations 


Q.a,i sin 


1 Cl /I - b/i ) cos'- O/i -r 2 ct-i sin - On 


O 1 = 


'•’- 6 /., '[■" 'C-\ 

A . v'«,lCOs2/-)-£-2sin2/ 1 J 


t/Vhi cos- / H- bp^j^i sin- / 1 


sont equivaleiUes quel que soit n =zo, i, 2 , 3, 

^ Ces fornmles permetteiU de ramener le calcul d’une iiUegrale ellip- 
tique qiielconque de premiere espece, mise sous la forme nonnale de 
Legendre, et dont le module est reel et compris enlre o et i , au calcul 
d Line integrale du meme type ayant un module positif plus petit 
qu iin nombre positif aiissi petit que Lon veut. Si, en efTet, 


0 I cos- 1 -{— b^ sin - / j 

est I'integrale donnee, a module la formide (, bis) montre qu’elle 

est egale a Tintegrale 


•c y i \/ci^ COS- 1 -f- 6 J sin - / j 

a module g moindre que g, et oi. cp„ s’exprime au moyen de par 

la formula (i). En prenant ensuile .}/, = cp, dans la formule' (2 bis) 
ecnte pour 2, on voit de meme que I’integrale donnee est egale 
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a i’integrale 


i ^ 


ar, COS- t — b'l sill-/ 


a module ~ moindre que — i el ou s'exprime au m oven de 

par la formule (2) ecrite pour ii — i. Et ainsi de proche v:i proc 
en appIiquaiU les foriiiules ( 2 j successivemeiil pour it ~ 2. .:L . . . , 
€11 prenant chaque fois on voit que Ton a pour t 

in dice 


Jill 


'r r- - 

Jq i cos- if — sin-t J^. \ a;, cus- 


■I — bz siri-Z 

s’exprimant an moyen de < 1 ^ par ia ciiaine d’equalions du secc 
degre (en sin '.p/) 

o (-Tfsine; , 


sin = 


cii -e- bi I cos- y/ — 2 a - sin- w/ ’ • ‘ ‘ ‘ * 

— 5 o - (/= o, i , 2. 


Or, par un choix convenable de n. on peut toujours s'arranger de 
facon que le module positif ~ de la derniere integrale soil plus pelil 
qii’un nombre positif donne a Eavance aussi petit que 1 on vent. Le 
theoreme annonce est done demonlre. 

En particulier, si Ton a a calculer pour un module quelconqiie 
donne, compris entre o et i, la valeurde Tintegrale complete de pre- 
miere espece de Legendre 



cU 

\>' a'l cos- / ~ b'l sin - 1 j 


on voit que ce calcul revient a celui de I'integrale 


cU 

I s/a% cos ‘- ' 

qui lui est egale, quel que soil le clioix que Ton fasse de 1 indice ik 
et pour laqueile le module peut etre rendu aussi petit que Ton veut. 
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NOTE 3. 

Sur les covariants H et T d’une forme biquadratique R. 

Toute forme binaire biquadratique 

R = -i- Jo -l-6<r^o Jj j| -{- /\a-;iZiz\ -h j| 

admet, oiilre son hessien (t. IV, p.70) 

H = AoJ] -f- 4 Ai.3|-3o -|- bAoJj Jo 6 A 3 j| jij -h ,V/,, Joj 

un second covariant T que Ton peut definir par Tune ou Tautre des 
egaliles(^) equivalentes 

T=: ™ [ R(;AoJfH-3Aijf Jo+3AoJij|-h As^r) 

— H ( ciq j j — j— o j I Jo — {— 3 ri 0 J 1 J .> ~l” Cl II z j 
X = — — [ R(Ai jf-h 3 AoJj Jo 4-3 A 3 J 1 j| 4- Af^zj ) 

— II ( Cti z I 4~ 0 Ct ‘2 J *J Jo 4~ 3 Ctii .J| Xj .■> 4~ Cl Jo } J • 

Dela relation3D(2w — a — b) = etablie(p. 74 clu t. IV), 

1./ V j j 

on deduit aisement une relation fondamentale qui lie les deux cova- 
riants H et T aux deux invariants ^3 et a la forme Pv elle-meme. 
Pieprenons les notations 

— ~f(u\ y = p{'iu~ a — h)\ 

on aura, d’une part, comme on vient de le rappeler, 


(■) La difference des seconds membres, muUipliee par ^ g. .se prescnle sous 

la forme RH UR et est done nulle. II pent etre bon d’observcr que I’on a 
aussi 
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Rautre part, on a 


dv 


■ 


d\ 1 a — a — h ] = d 2 1 


it comme la relation 


d^ , ... 

-- 7 -=r — da pent s ecrire 
V/R(::.) ^ 


3n a aussi la relation 


dz, - dz. 


dll. 


‘R) 


■ 3 2 dz \ j ll Z -2 



Si dans la relation ( 2 ) on remplacey par sa valeur tiree de i). on 
)btient Pegalite 

.> -2 — dzj_ ^ R dll - 11 dll ^ 

v/rUTT^ ~ v/R ( — 4 IR -f- ^2 H R^ — ' 


nais R<f/n — H^r/R est une fonction lineaire et hoinogene de dz^. dz., 
:lont ii est aise de calculer les coefficients; le coefficient de dz- est 
2 celui de dz^ est — 2 j/r; on a done 

z-idzi — Z[ dz.2 __ (z.2dzi — zi iT 

s/mzi, z.2Y~ ~ /R I — 4 -T- ^2 HK^ _ JJIpr; * 

On en dedait la relation fondamentaie (O’ due a M. Ilermite, 

T- = — 4 ^2 RR" — .-gs R'- 


(* ) M. Weber, Ellipt. Functionen, p. i3, part inversement de ceile relation 
pour etablir I’egalite (i). 
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NOTE 4. 


Sur une transformation du second ordre qui relie les deux cas 
on les invariants sont reels* 


Nous avon? signale, au 61 ^, la IransformaLion qui perniet de 
passer d'une tonclion y =zp{u \ W3) dans laquelle les deiiK periodes 

2w,, 2 CO;; sont imaginaires conjugnees a la fonclioii 

/ ' to •> -f- to { to — CO j \ 

^ ) 


dans laquelle les deux, periodes sont, I’une reelle, rautre pureinenl 
iniaginaire. 11 convient d’etudier d’lm pen plus pres cette Iransfor- 
niation, en raison du parti qu’on en pent tirer dans les applications. 

Observons d'abord, sans rien supposer sur les periodes atoj, 2 to., 
t[ue la fonction Y peuletre regardee comine une function doublement 
periodique avecles periodes 2 ( 0 j, 20 ^ 3 ; elle admel alors comine ]) 6 les 
doubles, dans ie parallelogramme correspondant, les points 0 et 
toi-r-to;j: la forniule de decomposition en elements simples fournit 
immediateraent la relation 

. ( e-i — ei)(e 2 —e:>,) 

^ y-e. 

ui! Ton a ecrit p^;, ou ig au lieu de ja j toj, to., ). 

Ln designaiit par Ej^, E 2 , E 3 les valeurs de Y pour it — — ; to^, 

C*Jq t'J. , 

— - — ^7 on troiive de suite 

Ei == ‘2 m — <? 2 , 

Jlio 2 ^ 0 , 

E 3 = im' — C 2 , 

uii Too a pose, comme au 11 ° 59 i, 


m — p 


to 3 -f- tOj 


m' = p 


W3 — to I 


= Co 4- — Cl /eo — 

= <?2 — \/ei— €i s/e-i — C3; 


2 



NOTE i. — TRANSFORM.ITION DU SECOND OF.DRE. 
on en cleduit sans peine les relations 



Si nous nous placons niaintenant dans le cas oii co., oj. sont des inia- 
ginaires conjuguees, ia partie reelle et le coetTicieiU de / aanl positifs 
dans to., les quantiles B/, ^3= A — B/ seront des irriaid- 

nalres conjuguees. ^2=:— oA sera reel et B sera posilif 565 ' : 
ye.) — sje± — e. sont des imaginaires conjuguas et leur produit 
yA)A- -{- B- est positif. Les forniules precedentes coincident avec celle- 
du 11° 612 , Les points m et in' sont les points ddntersection (!e pre- 
mier a droite, le second a gaiiclie > du cercle drcril dn point c. 
comme centre et passant par les points e., e.. Si Ton imagine pour 
un moment que la variable Y soit figuree siir le meine pirm qiie la 
variable V, on voit que in' sont an milieu, le premier de e., E., ie 
second de c.), E3, et que ie point Y, donl raffiNO est lice a cede du 
point )' par la relation 

1 C--) — Cl r! ■ 

\ — C.) = )' — C.) — = = 

r — e-y 

peut s’obtenir par la construction suivaiUe : on prend le symtdrique 
( n*^ 559) )'i du point y par rapport an cercle (Co), puis le syme- 
triquep"'da point pq par rapport a I’axe des quanlites reelles; en se 
1‘appelant que (^o — e^) (e.^ — e. ) est ie carre du rayon du cercle (coA 
on voit de suite que bon a 

Y — e.i = yy — e-y ) -f- yy ' — e-y i : 

Y est done le quatrieme somniet du parallelogramme dont yq e,, p ' 
sont Irois sommets. Auxdeux points pq y^ lies par la construction que 
Eon vient dedire, correspond evideinment un meme point Y; Fun des 
points pd est a i’exterieur du cercle (Co). Tautre est a idnterieiir. 
Si run des points pq y^ est siir le cercle (e,), ii en est de meme de 
I’aulre, et, clans ce cas, le point Y esl sur Taxe des quanlites reelles 
entre Co et ou entre e.y et E3 suivant que la partie reelle de r esl 
positive ou negative. Lorsqiiep' est un point de Taxe reeb pq etp'' soul 
tons deux confondus avec ie conj'iigue harmonique de p' par rapport 
aux points m, in' et le point Y est sur baxe des quanlites reelles, a 
droite de ou a gauche de E3, suivant que j et p*' sont a droite ou a 
gauche de e,. Si p* croit de cq a in^ ou decroit de q- x a in, Y decroit 
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cle ™ X a Ei ; de meme si r decroil de a in’ , ou croil de — oo a m’ , 
Y croil de — x a Eg. Ces diverses remarques se raccordent tres faci- 
lement aux considerations deveioppees aiix n'"-" 594 , 595 et dans la 
Yole qiii termine le Tableau des formules. Le lecteiir pent, par 
exemple, se reporter a la figure de la page i64 pour ce qui coiicerne 
la correspondance entre le plan des et le plan des u, defini par la 
relation r — ]:> n. 

Remarquons d'abord que les deux points y', qui se correspondent 
par la construction que nous venous d’indiquer, peuvent etre regar- 
des comme les images de deux points ?/, svmetriques par rapport an 
point Kt'Js-f- Wj); a ces deux points u dont la soinme des affixes est 
I'j..— correspondent, en elTet, deux points et j' — p 4- oj>2), 

en sorte que Ton a 

ir — Co M r' — en ) = (e. 2 — ) (co — eg ). 


L'image du rectangle du plan des ^m'emplit toutle plan des y et con- 
duit au systeme de coupiire figure a la page i64; Timage du menie 
rectangle, en vertu de la transformation 


Y = ji ( u 


(Og — wA 


remplit deux fois le plan des Y. Si Ton separe ce rectangle en deux 
autres, par la droite qui va de a cog, droite dont Timage dans le 
plan des y est bare du cercle (£3)? le rectangle de gauebe aura 

son image, clans le plan des/, a Vexterieiir du cercle (so). Si le point a 
dticrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par Jes 
points 0, -|(o)g — ), coj, v(co3 4- coj), cog, •b((X)3 — o)i), o, le point y 

se mouvra sur 1 axe des quantites reelles de — go a in’ \ puis, sur le 
cercle (so) de m’ a e^, de z^ a in, de in a Eg, de sg a in’ ; puis, sur I’axe 
des quantites reelles de in’ a — x, en ayant toujoiirs I’aire indefinie a 
sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas Taxe des quan- 
tites reelles et sy mouvra de — 00 a Eg, de Eg a E,, de Eo a E^, puis 
reviendra de a E2, de Eo a Eg, de Eg a — go. Ldmage du rectangle 
cle gauche envisage (dans le plan des u) remplit tout le plan des Y. 

De meme, i image du second rectangle du plan des u, symetric[iie 


du premier par rapport au point 


Wg 4- 


se fait a rinterieur du 


cercle (t,) dans le plan des r, et remplit tout le plan des Y. Si le 
point decrit le contour de ce rectangle en passani ’successivement 
par les points a,, + co„ i(co, + 3 co,), to,, Kco, + o.,), to., Y((o,-h 3 to, ), 
10, + to., le point j se meut sur I’axe des quantites reelles de s, a m' , 
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puis sur le cercie (eo) de in a e^, ni, e^, ni’ pour revenir le Ioca" de 
i’axe des quantites reelles de ni' a e.^: le point correspondanl Y dtcrira 
le meme systeme de coupures que precedeniment. 

On n’a des lors aucune peine, lorsqiuon siibstiiue dans une ini^- 
grale definie J f if) dy, a la variable 19 soil la variable Y, soil la 
variable u, a voir comment les cheniins ddntegraiion se corres- 
pondent. 

All lieu de la transformation Y — p |A/ s. ^ri 

pent employer la transformation 


Z — pi u ■ 01;. -e- oil. 01;) — ojj j ; 


c’est alors j=p« qui s’exprime rationnellement an moyen de Z. En 
conservant les memes notations, sauf a designer maintenant par E, , 
E^, E3 les valeurs de Z pour z/ — o). -4- ojj, 20J3, oj. — W), on trouve 
sans peine, par exemple, en se servant de la formule d'homoge- 
neite (Ills), 

e;=yei, e; = 4 :E 2 , E;)=tE 3 . 


puis, par la formule de decomposition en elements simples, 

y =zp( U \ 03;j -f- 0 ) 1 , OJ;i — Wl ) -7- P i‘ U 2 0);j Yjs -i- (0 ] , 0);) — OJ J ( — Eo 

^ . (e;-e-))(e;-e;:) i 


z-e; 


4 Z-A 


en continuant de poser 

ri = A-f-Bz, 


On en tire 




3 £rjy£a Y 
4 / 


Z - A 


y 


7-Za ' dz 


•■2 A, C3 = A — B/. 


I Z — E’l M Z — E'j ! 

: ZITa— ’ 

z_ 3 n±£?'') 


z- 


La construction ud pointy au moyen du point Z s efTectue en se 
servant du. cercie (A) decrit du point A = E, — ^s) comme 

centre avec un rayon egal a 4 - 3 . On prend le symarique Z. de Z par 
rapport au cercie (A), puis le symetrique Z' de Z. par rapport a la 
drolte qui joint les dens, points e,, e,; le pointy est le sommet oppose 
au point A d’un parallelogramme dont trois sommets sont A, Z, Z'; 
les deux points Z, Z' fournissent le meme pointy. 

T. et M. - IV. ‘1* 
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La transformation precedentepeut elre commode quand on a afTaire 
a des valeurs reelles de on observera que le point u allant en li^ne 


droile de o a 


puis de 


CO3 a 2CO3, le point Z va siir I’axe 


des quantites reelles de -h cc a , puis de E'^ a A, et le point aussi 
sur Faxe des quantites reelles, de H- gc a — oc. 

Ces resultats mettent en evidence Fexistence d’line transformation 


r: 


ationnelie a coefficients reels ^ = 


le dilTerentielle de la forme 


/ 


d.r 


qui transforme 

- ' r • 1 

ou le poljnome dll qnalrieme 


\/R(dr) 

degre R (ar) a coefficients reels admet deux racines reelles et deux 
racines imaginaires en j', en ime differentielle de la forme 


/ 


dz 


/4(z-e'i)(z-e;)(z-e') 


/ dx 

- - ' ■ par one 

sJSXix) ^ 


transformation lineaire en line differentielle de la forme 


^ — s,!t\ iy ~ 


dy 


on posera ensuite 




7 '= Z 
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NOTE o. 


Sur le sens de la variation des fonctions ^ pour des valeurs 
reelles de Targument dans le cas normal. 

Les resukals etabiis au n° 175, relatifs a la variation des fonctions 
dans le cas ou est posilif et oii la variable v est reeile. devienneot 
inluitifs lorscju’on se reporle aux forniules de decomposition en fac- 
teurs (XXXll^.g). Observons d’abord qtie, dans les qiiatre seconds 
membres, les produits iiifinis que Ton voit figurer sont formes de fac- 
teurs Loiijours posilifs qui tous varient dans le nieme sens que 
— cos2(’7: pour HT;, que -h cos 2r~pour3r2, Hrg; le sens de la varia- 
tion du produit infini est le menie que celiii de ses facteurs. Le sens 
de la variation de et de r) est ainsi evident. Oiianl ii r, i^i') 

et a 5*2 (^’)> tenant conipte des facteurs sinr el cosr. on voit que 
la premiere fonction augmente de o a (L) = 3r.2(o), que la seconde 
diminue de ^ 0 ( 0 ) a o, quaiid v augmente de o a les forniules 
(XXXIV3) permettent ensuite de reconnaitre le sens de la variation 
quand v augmente de -I a i. 

Des considerations analogues s’appliquenl aux fonctions 

J.'jl(fp), 

deconiposees en facteurs ou figurent slic, chr au lieu de sin r. cosr. 

On reconnait directement sur les expressions de qne 

ces fonctions, toujours positives, varient dans le meme sens que 5 
puis, directement encore sur i’expression deS- 4 (/r), que cette fonction 
decroit quand r croit de 0 a A; quand r croit de ^ -*5 con- 
tinue de decroitre, comme le montre la relation entre et 

___ iV’). Enfin la formuie de passage de la fonction xr;, a la fonction 

Sr, montre que la fonction 42ri(/r) croit quand r augmente de o k A' 
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LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 


1. La lettre de Charles Hermite, que I’on va lire, demande quelques ob- 
s e r \ ■ a t i 0 n s p r e 1 i m i 11 a i r e s . 

Nous avons dit (n° 198 ) que les formules (XLYIi,2,3) expriment au 
moyen de 'i/(> j, les fonctions cp(Tj, ^(t), x(t), ou Ton suppose 

-P ^ en designant par a, b, c, d des entiers lies par la relation 

a — bz 

ad — he = I. etaient dues a Hermite. 11 les a donnees sans demonstration 
en 1 858. La demonstration qii’on trouvera dans cette lettre est la seule 
qiidl aura pub lie e. 

Cette demonstration, dans le cas ou d sont impairs, b ei c pairs 
( XXg, cas i"), repose sur la formule 




♦%(Qb) 

^4(0l2T)’ 


qui est une consequence immediate des formules (XXXV12), (XXXVHla), 
(XLVII.2}, (XXVllIs). Cette formule a lieu quel que soit t, done aussi 
quand on y remplace r: par t. En supposani 6 = 26', 2c = c', on a d’ail- 
leurs 

d dsLZ 


et, puisque ad — b'd est egal a j, on voit que les fonctions 2r(o|2T) sont 
liees aux fonctions !^(ol2'r) par les formules de transformation lineaire, 
coiiime les fonctions .^( o|t) aux fonctions .^(o|'u). Le calcul se fait ires 
facilement au moyen des formules XLII. Pour les fonctions .^(o | t), 2 * (o | t) 
on est, par hypothese, dans le cas i® du Tableau (XXg); pour les fonctions 
3(oi*2Ti, ^^iol2':) on est dans le cas P’ ou dans le cas 3 ® de ce meme Ta- 
bleau, suivant que b' est pair ou impair; mais, dans les deux cas, v est egai 
a 3 , /?Pest egal a d\ e’est toujours la formule (XLIL„) qui s’applique et 
Ion a, en outre, a utiiiser la seconde formule (XLIlc) et la troisieme for- 
mule (XLII:). En designant par Sj, s'" les quantites analogues a s, s'", mais 
relatives aux entiers a, U, d, d^ on obtient ainsi, en supposant a> o, 
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on a d’ailleurs, par une proposition d'arithmelique Lien connae 

<72 — 1 


ctj par consequent, 




fi- — 1 ab 

6(T) = 6(':)i + + 


De la relation ad — = i, et de Tliypothese que b c soot pairs, ii vc- 

sulte que les nombres a et d sont tous deux congrus a i ou a — i imod. 4 . 
et que, par suite, a d est le double dun nombre inipjair: le iioiiibre 

^ a done divisible par 4, nt Ton peut ecrire finaleinent 


6(t) = f 


a- — ab — 1 


G’est la formule que Ch. Hermite etablit dans sa leitre et d'ou ii dediiit 
loutes les autres. IMais ce n’est pas ainsi qu’il precede. 

2. G’est a lui encore qu’on doit les formules generales de transforma- 
tion des fonctions il les a donnees en i858 dans le Journal de Lion- 
Par une analyse tres simple et tres profonde, il a fait depen dre la 
constante qui figure dans ces formules, et dont le signe cst si difficile a 
determiner, do I’expression (i) 



pr=o 


En transformant la somme S au moyen des resultats dus a Gauss et en 
profitant des simplifications apportees a ces resultats par Lebesgue, dans 
differents Memoires du Journal de Lioiiville, il a obtenu des formules 
cquivalentes aux formules (XLII), que nous avons elablies sous la forme 
donnee par M. II. Weber {Ellipt. Funct.), en partant des proprietes de 
que Ton doit a M. Dedekind. Si nous n’avons pas adopte la demons- 
mation d’Hermite, e’est qu’elle appartient a un ordre d’idees tout autre 
:{ue celui ou nous avons voulu nous placer, mais nous croyons devoir re- 
produire ici cette demonstration, d’une part a cause de sa beaute, d'aiitre 
part pour permettre au lecteur de mieux penetrer la signification de la 
ettre de Ch. Hermite. 

En appliquant la metbode qu^on lui doit (n°®273, 27i, 381) pour trouver 
les fonctions (transcendantes) enticres les plus generales qui soient dou- 
Dlement periodiques de troisieme espece avec des multiplicateurs donnes, (*) 


(*) Suniinatio quarumdam serieruni si?igularium, iSoS; Gauss, Werke, 
:. II, p. 9 . 
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on voit immediaLemcnt que la fonction (transcendante) entiere la plus gc- 
nerale qui verifie les equations fonctionnclles 

(f) fiy -11 = f-l)ay(p), ^ , )f:i gw7r(-2.^-t) /( 

oil a, 3 sont des nombres entiers donnes, est la fonction 


( 2 } 


= LV 2; tV 2A1 

(n) 

I l/Tzzoi^-hi7:cLt' ^ { aT-!-S\ 

f =6‘- 


Findice n place sous le signe ^ indiqiie ici, commc dans Ja suite, que n 
doit parcourir la suite de toutes les valeiirs entieres, negatives, nulle et 
positives. La notation 03 j,p(e), employee par Hermite, a deja ete signalee 
dans la Note du n° 160, ou Ton a explique comment eile se rclie aux no- 
tations de Jacobi, que nous avons adoptees. 

En designant par a', P' deux nouA^eaux nombres entiers, en remplacant 
dans regalite(o.), e par p ~hL(a''u •+■ pO^t en remettant ensuite, a la place de 
- 1 - v(? ?')]> son expression au moyen de Oa+aSp-i-p'C^^)? 

qui resulte de cette meme egalite ( 2 ), on trouve immediatement 




Cette formule, sauf quelques differences insignifiantes dans les notations,, 
a ete donnee sans explications dans la Note que nous venons de rappeler, 
ainsi que les deux relations, evidentes sur la definition mdme de la fonc- 
tion 

(4) 0a-^2,.3(F) = (— l)^0a,p(FL = Oa,p(^)* 

Quand nous aurons besoin de mettre en evidence la facon dont la fonction 
0Xs3(<^') depend de z, nous Fecrirons 6a,p(^l")* 
li resulte clairement du n^’ 178 que, si Fon designe par a, b, c, d quatre 
nombres entiers lies par la relation ad — be ~ i et si Fon pose avec Iler- 
mite 

( '> ) n ( t; ) = ^cc-rbx) 6ci,p[(a-f-^>'i:)c;|T], 


la fonction n(pj ne differe que par un 
/ \c-^d' 


6 


facteur constant de la fonction 
en designant par a^, des nombres entiers convena- 


a-~bz 

biement choisis. Ge premier resultat, que nous avons deduit de la theorie 
de la transformation lineaire des functions o', ressort d’ailleurs aussi tres 
facilement, ainsi que 1 expression des entiers a^, Pi, au moyen de a, b, c, 
d. a, 3, du theoreme de Gh, Hermite sur la resolution des equations fonc- 
tionnelles (i). En effet, la formule (3) perinet de calculer ce que devient 
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le second membre de lequation (5) quand on y auomente <■ de i on do 
c H— clz 

^ ~ a bz^ puisque aiors la quantile (a-^bz;V s'augrrienle de a — bz 
ou de c -T- dz ^ on trouve ainsi, apres de.s reductions faciles, en tr-na'e'' 

compte des formuies (4) et de la relation Z>c= I, 

(6) II(t^ -r- I j = (— p), n(p-i-T; = r — n;'r , 
oil 

aj = -\-ab, ^1= ca — ^/3 4- cd. 

Les equations fonctionnelles qui verifient ainsi la fonclion (transcen- 
dante) entiere n(p) ne different des equations ( i)que par le clian^enieni 
dc a, p, T cn ai, t; Cette fonction ne peut done differer de 6 :^.. 3 j p H 
que pai un facteur (s, independant de p, et qu ii restc a determiner. En 
d’autres termes, on a 


ou, en remontant a la definition des fonctions 0 , 

(«) (/i) 

Oil I’on a pose, pour abreger, 

<p(p, /i) = Z>(nf-h^>t)p^-l-(‘2/n-a)(a-7-^T)p~E^(2/i-l-a)2— 

Observons, en passant, que, a la proprietede n(p)de se reproduire, mui- 
tipliee par ( — 1)^1, quand on y remplace p par p-m, correspond la pro- 
priete, bien facile a verifier, de la fonction p(p, zi), qu’exprime Fegalite 

cp(p -f- 1 , n) — (p(p, n -^b)~ ‘laii aj. 

J 1 sera commode, pour ce qui va suivre, de multiplier les deux membres 
de ( 7 ) par de maniere a faire disparaitre ZTrpai dans I’exposant 

de cliaque terme du second membre et a pouvoir profiter tout a Theure 

dc ce que I’integralc j* est nulle ou egale a r, suivant que n est 

different de o ou egal a o. L’egalite ( 7 ) est aiors remplacee par la suivante 


( 8 ) 


(n] (n) 


Oil la fonction 


dj(p, n) = cp(p, n) — ai p 


jouit evidemment de la propriete 

d^(p -4- I, zi) — (F(p, zz -T- b) = 2an, 
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ou. plus generalement, de la propriete 

p, 7l)-~ d/(F, /I -i- = 2<2p/H-«<^p(p l), 

eii designant par p un entier quelconque, en sorte que Ton a 

QiTZ'h[v+^,n) — 

Xous supposerons maintenant quc b soit entier positlf ; cela ne rcs- 
treindra pas la generalite de la solution, puisque ^ ^ change pas 

quand on y change les signes de tous les nombres a, b, c, cl. En integrant 
entre o et i les deux membres de I’equation (8) et tenant compte d’une 
remarque anterieure, on trouve 



Le terme cle la serie qui figure sous le signe d’integration , n’cst 

pas modifie si i’on auginente f de i\ pourvu que Ton diminue n de ainsi 
qudl resulte evidernment de Fegalite (9); deslors, si Ton reii nit ensemble, 

dans la serie les termes pour Iesc|uels les valcurs do n sont 

, 

congrues, suivant le module b, de maniere a ecrire cette serie sous la forme 


• • --1-^ 


'«) («) (/2) 
il est clair qu’on pourra tout aussi bien I’ecrire 




2 e£7r'i(<-+«,0! e 




f«) in) 

en observant enfin que Ton a 


(«) 


on voit que 1 egaiite (10) pourra s'ecrire sous la forme 


(i i) 





p = 0 




Quant aiix b integrales qui figurent dans le second mcmbre, en se rappe- 
lant que p) est un trinome du second degre en elles se calculent 
au moyen de la formule 



Qi'r^[px--¥--iqx-hr) 


pr-p 


/- 


ip 
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dans laquelle la variable d'integration est reelie el qui est vaiable nourva 
que le coefficient de i dans p soil positif. condition qui se trouve icriilbi 
pour cp(c,p) puisque le coef ficien t de est ah-h-z. Dans ie second 
membre, ia partie reelie de — ip est supposee positive i On trouve 
ainsi 


T 


ei'rMu,p) . 


/ — ib {a ^ bz) 


( 0 Cette formule est due a Cauchy {OEiivres, 2*s., t. VII, p. ■>.'<0). Cauchy avail 
deja apcreu, pour im cas particulier, le rule qu’elle peut jouer dans la theorie 
qui nous occupe, role que Ch. Hermite a mis ea pleine iumiere dans le cas ge- 
neral. L’Analyse de Cauchy a peine modifide peut etre resumee comme it suit: 
Designons par A, b deux nombres quelconques, dont toutefois le premier a son 

argument Irigonometrique compris entre — ^ et -r-7) et considerons i’intecTale 

... 4 4 

rectiiigne 

lAr-i-Cr dx 

i 

ou la variable d’integration x suit Faxe des quantiles reelles, du point vers 
— CO, au point x^ vers 4 -cc. En posant t — xx 4- B, on remplace cette integrale 
rectiligne par une autre integrale rectiligne 




dans laquelle la variable d’integration t decrit la droite qui va de ax,^ 4- b a 
= A:ri4- B. La fonction etant holomorphe dans tout le plan, ii sera evi- 
demmcnt dcmontre que I’integrale precedente dilTere tres peu des inlegrales rec- 


tiligiies 


r 

JXn 


e-^' dt^ 



e-t- dt~ V ~ j 


si Foil prouve que les deux inlegrales rectilignes 

sont tres petites. II siiffira de considerer la seconde. 

Lorsque la variable t = Rd? decrit le segment de droite qui va de x, u 
I ^ A^i 4 - B, son argument cp, d’abord nul, augmente en vaieur absolue, jusqu a 
ce que t soil en D’ailleurs, comme x^ est infiniment grand positif, Fargument 
de differe infiniment peu de celui de ou de a ; Fargument de t reste done 

infcricur, en vaieur absolue, a unnombre w < ^*; on a done, sur la droite qui va 

de X, a C5 

I g-t® I < (coS2a)>o), 

cn clesignant par R, le minimum de R. L’integrale est done moindre que le pro- 
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aSS 


nil I'on suppose 


e *u{a-\-bX} 


—\ab-+ aOL'+’i b 1 ah 0L\ 
Q\b 


On en deduit par uii calcul aise, dans lequel on a toutefois a tenir compte 
de la condition ad — be = \ , 

So 

is = , — .. ? 

Y — lb {a -+- b'z ) 


oh I’on suppose la parlie reelle du radical positive et oii 



et 


g—} iTZla c a-H-2 (Of a ,S-t-(0f/{3--i-2 ab ic d^) ab- rl ^ 


3. La soninie S s'evalue au moyen des sommes de Gauss (0). Nous don- 
nons, dans ce qui suit, toutes les indications relatives a ces sommes, ne- 
cessaires pour retrouver les formules definitives d’llermite. 

On appelle sonime de Gauss une expression de la forme 

('•) 

oil a ti b sont deux en tiers (positifs ou negatifs) premiers entre eux, et 
oil /•, rindice de semination, doit prendre valours entieres incongrucs 
suivant le module b, que nous designerons par /'o, rj, .... par exemple 
les valeurs o, i, 2 , . . . , ] ^ 1 — i. Il est clair que la valour de la somme ne 
depend pas du systeme choisi pour les nombres Tq, /q, .. ., 


duil de par la longueur du chemin d’integration qui est evidemmentdu 

meme ordre de grandeur que Rj; or le produit nie->i?cos2a) tendant vers zero 
quand Rj augmente indefiniment, la proposition est demontree ct Ton a 

Z -f-so 

dt = v/tu. 

Supposer que Targument de a est compris entre — ^ et e’est supposer 

que la partie reelle de a- est positive. On remarquera enfin que a est celle des 
racines de a- dont la partie reelle est positive. 

Leresultat annonce est completement justifie dans le cas particulier considdre; 
i extension au cas general est immediate. 

(^) Summatio quarumdam serieriim singularium {Werke, t. 11, p. n). 
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Lcs proprietes suivantcs de la fonction c(rt, h . apivaraissent imr.-. 
ment (*) sur la definition. 

Quand on change de signe I'un ou I'aulre des nombres <v. b. la ■ 
'■?(«, *) e-"t remplaceepai'la quantile conjuguee. On nechaiiso pa- 
eii remplacant a par un entier a! congru a a suivant le module b. 

Ktant donnes les deux entiers a, a!, premiers a h, s'il existe ua e 
tel que Ton ait 

(mod.Z>i, 

on aura 

d) = o(a, b): 


quaniitc 

'Z‘ a. h 


ntier m 


car m etant forcement premier a 6, I'ensemble des restes. pris suivant le 
module b, des nombres mr est le ineme que I’ensemble des restes des 
nombres En particulier, si I’oii a 


on aura 


On a aussi 


a -in- (mocI.Z>}, 
o( ( 7 , h ) = o(i, h'), 

9 ( «, ^ ) o ( h, a) = epf r , ah ). 


Le procluit b)^j^{b^ a) est, en effet, egal a 


ab ab ’ 

r, r’ 

3u r doit prendre |6| valeurs incongrues suivant le module 6, tandis que 
prend separement |al valeurs incongrues suivant le modules: dans ces 
conditions, ar-j-br' doit prendre \ ab \ valeurs incongrues suivant le iiio- 
lule ab] le produit 9 (a, b)o(b, a) est done egal a 9(1, ab). 

On a aussi 

/ — ^ r _i_ i a 

a i ^ 

1 — I 

m designant par \J a la valeur positive de la racine si a est positif, et en 
upposant sj a = — i\\J—a \ si a est negatif. II suffit d’etablir cette pro- 
position quand a est positif; la seconde partie resulte, en elTet, de la pre- 
miere, en changeant a en — a, et se rappelant que 9(1, a) est alors rem- 
dacce par la quantile conjuguee {-). Kronecker a inoiitre ( 3 ) que Ton 


(’) Voir Dedekind, Vorlesungeii iiber Zahlentheorie von Lejeune-Dirichlet, 
" ed., p. ‘igS. 

(-) Cette proposition resume divers cas enutneres par Gauss dans le Memoire 
ite et qu’il a traites d’une facon purenient algebrique. 

(‘0 Monalsberichte der Berliner Akademie, iSSo. 
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obtient rapidement la formuie relative au cas oa a cst un nombre positif, 
en ecrivant que Fintegrale 


prise le long d’un contour cju’on va dcfinir, est cgale a s/tt inultiplic par 
la somine des residus de la fonclion sous le signc j relalifs auv poles i, 

o - TZi }- situes a I’inlerieur du con lour. Gclui-ci cst un rectangle sy- 

7. 

metrique par rapport a I’axe des quantites recllcs, dont un cute, sitae sur 
Faxe des quantites purement imaginaires, va du point —y\ tres eloigne 
vers le bas, au point jq situe tres haut; le cote parallele a celui-la passe 

par le point - ; pour eviter le pole o, on decritclc ce point coinmc centre, 
a I’interieur du rectangle, un demi-cercle de rayon tres petit, et Ton sup- 
prime du rectangle Tinterieur de ce demi-cercle; si a cst pair, Z est un 

pole que Ton evite de la memefacon; les demi-cercles ainsi deceits entrent 
naturellement dans le contour. II est aise de voir que la partic de rinte- 
grale qui correspond aux cotes paralleles a I’axe des quantites reelles cst 
negiigeable, quaiul \yi j est tres grand. On parvient aisement, quand a est 
impair, a la formuie 




et la metliode meme permet d’affirmer que I’integralc rectiligne qui figure 
dans le second membre a un sens. En multipliant par a, remarquant que 

dans la somme E , etendue aux valeurs r = i, 2 , a — i , les termes 
a egale distance des extremes sont egaux, cliangeant enfin y en x sJ7( ^ il 
vient 

— ^ 

‘i\/a[i — ( — dx =z \ c « . 


La valeur de 1 integrale definie qui figure dans le premier membre de 
cette formuie est i(i — i); elle se deduit immediatement de cello de fin- 

tegrale / e-i- dt qui est, comme on sait, egale a r, /tt; cllc resulte d’ail- 
Jq 

leurs aussi de la formuie meme, pour a = 3. On trouve fmalement 


" = 




cp (i , a). 
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C/est le resultat annoncc; ii subsiste pour a pair, comme on le volt fan? 
peine en repreiiant les calculs, apres avoir modifie, comme on I'a 
le clieniin d'iiitegration. Le fait que a) e?t nul, quand a esl conani 
a 2 (mod. 4) et ii’est pas nul quand a n'est pas congru a 2 mod. 4 . se re- 
connait directemeiit. 

Posons niaintenant, en supposant que 6 ne soil pas congru a > mo'l. j . 


o ( a, b ) — ( a,, b \ 'j > «' i . b ). 


et cherchons a determiner la valeur de (a. b ) qui n'a de sens que sous ia 
condition precedente. 

On observera d’abord que, en vertu de cette definition, (i, h i = que. 
en vertu des proprietes de cp (//, b), on a [ a, b) — {d , b) quand a et d 
sont congrus mod. b \ endn qu’on pent, sans changer la valeur de 'a.b). 
supprinier de a tout facteur carre parfait qui s’y trouverail. 

En supposant qu’aucun des deuv nombres a, b ne soil congru a 21 mod. 4 
regalite cp(a, b) o( b, a) = 0(1, ab) et I’evpression de 0(1. a ) fournissent 
de suite la relation 


( 12 ) 


(a, b}(b,a) = Sa,f> 


(l (l -r- i ) 

1) ( , _i_ la ) ('f _i_ lb ^ ’ 


ou Za.ij cst egal a i si I’un des nombres a, b est positif et a — i si cesdeux. 
nombres sont negatifs. Cette egalile se recluit a 

(a, b){b, a) = ta,h 

si I’un des nombres a, b est de la forme 4/t H- i, et a 


{ajj){b,a)= — iaj> 

s’ils sont tons les deux de la fonne — done enfin a la forme 


(rt-iu.6- n 


{a, b){b, a) = (-— i) 


5 


si Toq sail seulement qu’ils sont lous les deux impairs. 

Siipposons qu’on veuille calculer la, b) dans le cas ou b est impair. On 
pent toujours supposer a impair et moindre que b en valeur absoiue, car 
il existe toujours un nornbre impair d congru a a \ mod. b) et moindre 
crue b en valeur absoiue, c est le reste positif de la division de a par b si 
ce reste cst impair, et, clans le cas contraire, ce reste diminue de b: on 

rcmpiacera a par d . ,, , , , t ^ 1 

Supposons done a impair et |« 1 < 1 ^ 1 ; I’^galUe precedente ramene le 
calcul de («. 5) a celui de {b,a), et le calcul de (6,«) se ramene ensnUe 
comme on vient de I’expliquer, an calcul d’un symbole yb,au ou b est 
impair et on 1 6' | < I « 1 • E" continuant de la meme facon on voiMue le 
calcul de (a, b) se ramene an calcul d’un symbole de la forme (, _ i, ai. 
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Oil 1 est impair, posilif 011 negatif, et que Ton a 

( rt, 5 ) = ±: ( r' : I , y.). 

D'ailleurs i i, a. ) == i, et Ton a 


en prenant le signe siiperieur on inferieiir siiivant quc a est positil on iic~ 
gatif, coinme on !e voiL cn recourant a la vaicur de cp(i, a ), ct cii se rap- 
pelant que o{— i, a i n'est autre chose que la quaiUite conjuguec de cp( i,a;; 
a ctaiu impair on voit que ( «, h ) est egal a zb i. 

Les calculs que Ton vient d'indiquer sont tres analogues a ceux du n" ; 
en se reportant a cc que Ton aditalors, le iecLeur verra de suite quo Ton a 


(' 



toutes les fois que ce dernier symbole est defini, c’est-a-dire lorsque b est 
impair et que les deux nombres h ne sont pas lous deux negalifs. Nous 
avons.en effet, etabli relativenient au symbole (a, h) toutes les proprietes 
relatives au symbole de Legendi^e-Jacobi, sauf la propriete (a, h ) ==(<:/, — h ) ; 

or ceile-ci resulte de ce que {ash) est reel et dc ce que ?i— ' sc change 
, . ^ 9(r, 

en la quantile conjuguee, c’est-a-dire ne change pas, quand on change b 
en — bs 

Supposons inaintenant a impair et b divisible par 4. La ibrmule (12) 
donne alors Tune ou I’autre des deux relations 


{as b)(b,a) == Za,o, {a,b){b, a) = — 

dont la premiere est valable si a est de la forme 4 /i -i- i, la scconde si a 
est de la forme — i. Le symbole (^, a) se calculera comine on vient do 
i'expliquer; a etant impair, il est egal a =b i, en sorte que Ton a linalc- 
ment 

( b ) =: Za^b ( b^ a ) ou ( a, ) = — iza^b 

suivaiit que a est de la forme 4/z -i- i ou 4/1 i. 

Ln resume, on sait calculer o{ar, b) toutes les fois que b est impair ou 
divisible par 4 et sa valeur est zb i ou zb f; quand b est le double d’un 
noinbre impair, cp(a, b) est nul. 

Nous avons a appliquer ces resultats au calcul de la somme 


P=z»— 1 


/TTr// 1 


p^o 

oil b est un entier positif. 

Supposons d’abord que b soil pair. On reconnait de suite que I’clement 
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:le ia somme ne change pas quand on remplace ^ par un norn],»re ani lul 
soil congru (iiiod.Z^j et qni, par suite, est de la meme parite: irailleiir-^. 
quand p prend ies valeurs o, i. 2 . . . . . Z/ — i . p — 3 6 prend un sv-t3rnc 

de b valeurs incongrues (mod. b }, et, puisque la somme ^,e ^ ne de- 
pend pas clu systemc de b valeurs incongrues que parcourt r. on volt ih> 
suite c{iie Ton a 


r = b- 


s = 




e 


y = 0 



- 'p; — / /. • > ij 


On n’a alors, en supposant b = Z>i impair, qu'a appliquer les regie' 

prececlentes et, en outre, quand h est pair, la formule bien coiinue dans 
les elements de la theorie des nombres ^ 


( 






pour trouver les resuUats suivants, dont le lecteur constatora sans peine 
I’identite avec ceux que Gh. Hermitc a donnes dans son !Memoire cl qui se- 
ront rappeles dans sa Leltre, 

Si h est impair, on a 

S = (^y'j =\Jh si a = i(mod. 4 i; 

% = yjbe'-^ ("/T”)’ si a = — i (mod. 4). 


Si h est pair, on a 

S = a ^ — I (mod. .1). 

11 reste enfin a evaluer la somme S quand b est impair. Avant determine 
les en tiers 7 n et n tels que Ton ait a = mb - 8/i, et remplaeant « par celte 
valeur dans I’expression de S, on trouve sans peine 


m TC i 
___ 


p = 6— 1 


0( 4 71, b) = e 




puisque n est premier au nombre impair b. On n’a plus qu’a remplacer 
cp( 7 i, b) par sa valeur. 


‘^ 9-4 
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LETTRE DE CHARLES HERMITE. 


S^*Jean-de-Luz, villa Bel-Air, ?4 septembrc 1900. 

Mon cher ami, 

Je viens degager ma parole et m’acquitter bien tardivement, 
il me faul I’avouer, de ma promesse de voiis demontrer les for- 

mules concernant; les quantiles o ^ ^ ^ donnees dans mon an- 

cien article Sur V equation da cinquieme degre. 

Le bon air de la mer m’a aide a surmonter la torpeiir qui 
faisait obstacle a mon travail; j’en profile pour ecliapper aux re- 
mords de ma conscience, et, en pensant que vous avez sous les 
yeux cet article, j’aborde comme il suit la question. 


Mon point de depart se troiive dans les formules de la page 2 et 
de la page 3, qui donnent les expressions de '{/ k et de (//d comme 
fonctions uniformes de on plulot de t, en posant et, 

parmi ces formules d’une extreme importance dont la decoiivertc 
est due a Jabobi, j’envisagerai pour mon objet la suivante, a savoir : 


V' /'■' = ^ ~ y-:; » ( = o, dr i , ±: . . . ) . 

I — ‘iq- -r- . . . L ( — I )" t : j 

J'j introduirai toutd’abord laquantitCT, en me servant, au lieu 
des fonctions 0, H, . . . , de la serie 


r ) = Zt — I J 


f /^ = (), dz I, dr . . .) 


[fo?>mon arlicle Sur qaelques formulas relatives a La trans- 
formation des fonctions elliptiquesiJourn. deLiouville, i858)], 

et j'ecrirai 

Uk’ = . 

0„,i(ol2T)‘ 

J’ai pose, comme vous savez, 

\/k = o{z), 



, / ; - d-. 

. , . f),..! ! O J- ! 

— j _ ~ / 


,, a h 




i ( O , •> 


C — rh 

a-i?.' 


Drills cetle egalile, a, b, c, d desig-iienl des enliers assiijellis a D 
cooclilion ad — = i ; je fais la sii pposilion qLt'ils apparlieiineni 

au preiiiler cas ( j). j) i * ), ou h et c sont pairs, a et d iiiipairs, el 
je feral 


•>b\ 


nous aurons ainsi 


> c d'z^ 


( O 


■<h 


a -i~ bz 


, / c — d.xz 
0 ( o — — 


Cl, commc nous conservons la coiidilioii ad — h' c' z=z i. la ques- 
lion se Irouvc ramenee a celle qiii conccrne la Iransformation de 
la fonctlon Dans TarUcle cite lout a i'iieure, j'ai obtenu 

Ics resultats suivants, dont je vais faire usage. 

Soil en general, pour des valeiirs qiieiconques de a, b. c, d, 

a, — cfy. " b'^ ~ ab, 

= ca - r- <^/3 cd, 

^ - lei :ac a- 4 - -2 be a[i -r-2 abc y.~2. abd h-i-ab-c 

0 = e ^ ■ 


puis, en supposant b posilif, 


S = '^ e 


: O. 1 , 'i b I I, 


iiza / 1, \* 

So 

( 5 - — - ■- , -■■■ 7 

V' — ib{ a -^bz) 

le sio-iie cle la racine carree etant pris de maniere que sa pai-lie 
rcelle .soil positive. Nous avons I’egalile 

0a.8[o--*oe-J = 

et nous cn concluons, pour e = o, 

/ ! c -f- dz i 

fla,fi(o h) = p ; j • 


(=) Gas I" du Talilcau XXg. 
T. cL M. — I Vo 


20 
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La condition de b posilif peiU loujoiirs s’oblenir cn cliangeant, 
comme il est perniis, le signe des qiiatre entiers a, />, c, cl. Cela 
etant, la somme S s'exprime comme il snitj au nioyen dn sym- 
bole { de la tlieorie des residus qiiadratiques. 

Supposons (en premier lieu) qae h soil pair. Je feral b = , 

bn etant impair^ et Ton aura, suivant que Texposant h est pair ou. 
impair 

/ ((, \ - — Ut'-T- l-i-3 {CLb'^-\- — 1)'J 

S = /.(^)a« 

ou bien 


S = 



+ 1)- -(-1^,-1) ■] 
e s 


En second lieu, supposons impair ; alorson pourra determiner 
deux nombres entiers m et n par I’equalion 


et Ton aura 


a — mb — 8/1, 



e ^ 


Je vais faire, en entrant dans tons les details du calcul, Pappll- 
cation de ces formules aux quantiles 

\ c clz^ 


^0.1 o 


I a -4- 6: 

Je supposerai qu’on ait 




c' -f- d. 2 T 
a .‘I'z 


EO, c==o, 


( mod. 2 ). 


Ce sera done le premier des six cas qu'il faudra considerer ; nous 
verrons bientotque tous lesaiilres s’en deduisent immediatement. 
Soient d’abord a 0, jj ===: i . Des deux nombres 


ai = 6 a6, 

= c/ cd^ 


le premier est pair, et meme multiple de 4? le second est impair. 
Avant done en general 

Q2a,2p4-i(P |'^) = ( — 


(^) Le Menioire dii Journal de Liouoille contient ici une faute d’imprcssion 
les mots pair et impair ont ete transposes. 



nous en conciiions regalile 


/ : fl- \ 

fj„ j (o j = e .Oo 1 { o , ) 

’ ‘ - ’V [a-bz] 


J’ajoLite qii’on pent mettre sous une forme plus simple la quan- 


tile 


— — J)d -4- 2 abd -4- ab-c) 


qui entre dans la valeur du facteur 

S' 


— ibi a ~ bi) 

Des hypotheses faites siir les entiers a, 6, c, d resulte, en etlel. la 
congruence 

bd 'labd -e- ah-c — bd (mod. 8 , 

ce qui permeL d’ecrire 


Si nous passons ensuite a !a quantite 80, 1 | j ' ou b — ^ 

el c'=- remplacent b c, a et d ne changeant pas, on a 

= ^'-r- ab'\ 

— d c' d\ 

le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im- 
pair, mais a' n’est pas necessairement divisible par 4 , et, par con- 
sequent, on a I’egalite 

_ / ! d'—d.^ir:' 

Cs . 00^1 O j 


b'-T- ab' 


Ooi(ol2T) = (-l) 


-r- b' .'Xr. ^ 


OLi S' represente ce que devient, dans ce second cas, ie facteur 
Designons aussi par o' et S' les nouvelles valeurs de o et de , 


on aura 

S'o' 

= 



\J — W {a -T- b’ .X'z) 

c’est-a-dire 

S'o' 


i/—^ib{a-i- bz) 

et nous en concluons 

S' /- S' S' 


itJ rn 



FONCT I ON S F L L I P T I Q C ES . 


Je m’arreLerai a celle forinule, cL je reiiiarquerai en premier lieu 
que. eo passant de S a S', le nombre h cst remplace par II en 
resiille qiie. ayaiit pose b — Texposant It varic de i’line a 

raiUre d'lme unite. [Je supposerai d’abord A> i .] Cela elanl, la 
comparaisoo des valeiirs de S eL de S' nous donne regalite 


d'oii resulte 


V ^ 


h'+ah' 


(deci pose, ecrivons le facteur [ — i) ' sous la forme c '' 
el eniplovons 1 ’expression de o', a savoir 

{h'{l-{~-lal>'rl-\-al/- c') — ~ H- -2 rt/j ' r) 

0 — e ^ ~ e ^ 


on aura am si 


tih' 


( — I) 


Or on verifie faciiemenl la cong-ruence suivanle 
\ i 9 .h( i ~ a } — j bd — 2 abd — ab- c r~ — ah ( in od . i G ; ; 


faisant, on effet, passer tons les Lernies dans im meme inembrc el 
divisant par cpii est pair, elle pent s’ecrire 

2 ( I — ad) — 3(« — d) — abc r- o ( mod. 8 j, 


puis, d’apres la condition ad — be ~ i , 

— 2 3 ( a — d) — a {ad — f) f- o ( mod . 8 ) ; 

mais 6 el e etant pairs et a impair, on a 

2 be -iFs o, a - I ( mod . 8 ; ; 
elle deviendra done simplement 

4(rt — d)~o (mod. 8), 

ce qui a lieu, eii edetj a et d etant itnpairs. Nous avons, en conse- 
quence, 
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Nous obtenons eosuile. au moyen de I'expression ooi a ^le 
point de depart. 


'I ( T , 


la relation iondanientale 


(0 


d- b 


a — b~ , 


M * o 


- e ^ 


I Lorsque Texposanl A est epii a i . A| est e-a! a AVl ic eai 
dc ri’est plus le menie; cependant !a nienie relalion soL- 
loojours; on a, en eilAt, comine Inrsque h elait j/nis arand q:e 


be^alite 


— e ^ 




el, a cause de la congruence ( Auipai pent se meltre sous la for 
hd ■>, abd -r- ah- c "== b ( 3 a -i — 9 . d i ? raod. 1 6 . 


on pent encore ccrire, cn rejnplacanL b par ‘lU . 


O' a — id] b 

- — e 
0 


mais ici, pour calculcr S', on doit coiinncncer par deternrmei 
entiers m et n, tels quo Ton ait 

a — m U — 8 /o 

et bon a alors 


il 1 h'— 1,’- — 2 /;/l 




En tenant coinpte enlin dcs relations 



( 3 “) 


> n ^ 



on 

en conclot 







h -r- ah ' 


M-;!/ 




(—1) - 

c 



on 






M 

2 (3 a -e 9 — 2 d)b' ■ 

— 2 in — 1 ■ 

— 3 

( ab’ I )- -r- b'- — 




000 
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en rediiisanl on trouve 

M z::z I a — cl '1 ) U — 2 m — () — 3 a- //- b'-\ 

a cause de la relation ad — bc^ i, ou b el c sont pairs, on veil 
qoe les nonibres impairs et d, sonl con^rus (mod. 4), sorle 
qiie Ton a 

.{ ( ' a — cl ) o (mod. i G ) ; 

les congraences 

Sb' ^ 8. Cl- ^ ni-b'-, m-h"-* m- (mod. id) 


sont e video les, et il en resuJte que Ton a 

M = •>, — o, ni - ~ 3 ni- h '- : 

or celte derniere expression est congrue (mod. 16) a 
a- — 'xab' — I = in- U- — ‘ini b'- — i . 


puisque la diflerence 


esl e^^ale a 


( 2 — 2 m — 3 m- -f- b'- ) — ( in - //- — 2 mb'- - - i) 
•>. in {b'- — f ) — ( b'- -r- 3 ) {m- — 1 ) 


et qiie ni et b' sont impairs. La relation fondamcntale (!) est done* 
etablie quels que soient les nombres pairs b et r*.] 


On en tire les deux systcnies de form u les conceruant les foiKi- 
tioos '^(t) et f^(':) pour tons les cas que presen tent les en tiers 
a. b, c. c/, pris selon le module 2. Ges cas sonl indiqm's dans le 
Tableau suivant, que j’ai donne dans mon article Siu' V Equa- 
tion dll cinq ui erne degre (G) • 


(^) I'oir la Note i de la page 63 du Tome It. Les cas It el, V de tierm iU; cor 
respondent aux cas ejue nous avons designes par 5" et 2 ". 
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a 

0 c d 

O (i 1 

! 

I 

n 

0 

i 1 0 

lU 

i 

I O I 

TV 

I 

i 1 u 

1 

V 

i 1 

1 < 

{ 1 

! ~ 
0 1 I 

VI 

0 : I I ' I 

1 


!{ii |)remi(‘r lien, je change, dans [’equation (I“i. t en — ^ «nr/, 
/>, e, <:/ en />, — f/, c/, -- C] on trouve ainsi ( ‘ ) 


(il) 


C -f- r/T 
O, “i~ />>T • 




(6--r- b — 1 


Dans la munie equalion, je remplace ensuiie par-: — i. a el r 


par a -!■ 

- cl. r 

+ d; il V 

lent 




c/. 

[ '-^■a--~ab—l 

( ' ) 


Y " 

\r/ -T- 

hz> 

6( Y ) 

Pass a nl 

a Pequalion (II) 

-.je 

change Ten t -- i , 

e - - d, 

ce qui 

donne 





, / 

C -4- 

dz\ z>{z) 

( IV ) 


n 

a -r- 

rl 1 

1! 


,1c coniiiuic en remplacant, clans (V), - par ■ - _ 
|)ar A, — a, d, — c, el j’obtiens 


(VI ) 


/C-^d'z\ !_ 

'[a^b-zj o{-.) 


-[b- — ab — 1, 


(1) En tenant compte des formulas (XLV). 



3o 2 FOi\CTIO>S liiJJFTIQlUiS. 

Pour a\oir ie sjsteme coiviplet des lormulos (‘Jicrclices, if 
me resle plus changer clans ceUe equalion t cn t — ■ i , a c 
en a — h cl c -f- d ; on a a in si 


: III 


' c - - dz \ <biz ) 
^ a bz ) z{z ) 


e n e ni p I o \ ant I’ ega 1 i 1 1 • 




■ cpjTj 

'-!> ( T ) 


A oici in a in tenant les rcrsultats reimis et mis on regard des 
cas ennmeres dans Ie Tableau precedent (*) : 


1. 


rrr { Z ) 

/TT .. 

— {(f — ah — 1 ) 

c 

]]. 


Oiz) 

-d-\-al>-V] 
e ^ 

III. 


__ '^(T) 
Cp(T) 

~ddl,h 
e « , 

JV. 


_ ? < 1 

~ah . 


" b{z) 

V. 

/' C dz \ 

l 

~ ) 

Ctt, 

(a- \~ah~ 1) 
e ^ , 

\\. 


I 

/■ 7T . 

- C( l>— 1) 

• \a-- 

“ ?(T) 

c ^ . 


J'ai a y joiiidre enlin les formiiles qiii conconieiU la Idnclu 
'f (t i. Je remplacerai a cet ell'et a, /q c, d par -- e, -- r/, /, ; c 

change ainsi 

* \a^-\-bzJ 
en 

( c dz ^ 


y (I H- bz 


et aiix divers cas 

(I), (H), (iJig (jvg (vq, fvj,, 
se substituent ceux-ci 

(P), (b), (Vf), ('V), (IV), (III). 


(•) Ce sonL les formules numex'olecs (XLV'Ij). 
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Nous avons aiiisi ce second syslenie de relations 



.] observe enfin qiie les deux series de lormules etablies. dans le 
cas OLi b est positif, subsislent dans tons les cas, commeoiile voit 
en cbangeanl h, c, d en — a, — 6, — c, — d, 

Avec line rectification pour les equations (III) et ( IV d'line 
inadvertance qiii me sera ekhappee, ce sont bien les resultals qiie 
j’ai indic[ues et dont je me I’eproclie d’avoir tant larde a vous 
donner ia demonstration que vous ni’avez demandee. Mais cette 
demonstration, je dois le reconnaitre, opere peracto. ne me 
contente point : elle est longue, indirecLe surtout : elle repose en 
enlier sur le liasard d’nne formiile de Jacobi, oubliee et com me 
perdue parmi lant de decouverles dues a son genie. Je vous I'en- 
voie, mon cher ami, valeat quantiimj en vous informant que je 
serai revenu dans quelques jours, et a votre disposition pour tout 
ce que vous aurez a me demander. Et nous causerons aussi d ■autre 
chose que d’Analjse, nous argumenlerons, nous nous disputerons. 
De ina proximite de TEspagne je rapporte des cigarettes d'Espa- 
gnoles^ si vous ne veniez pas en fuiner avec votre coliaborateiir 
d’aujoLird’liui, votre professeur d’aiUrefois, c'est que vous avez le 
coeur d’un tigre. 

Tulls et iino et lota corde. 

Ch. hermite. 


FLN DU TOME IV ET DERNIER. 
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